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A’  M.  DE  LAPLACE, 

Pair  de  France,  Grand  Officier  de  la  Légion-d’Honneur , 
l’un  des  quarante  de  l’Académie  française  ; de  l’Académie 
des  Sciences  ; Membre  du  Bureau  des  Longitudes  da 
France;  des  Sociétés  royales  de  Londres  et  de  Gottingue  ; 
des  Académies  des  Sciences  de  Russie  , de  Danemarck , 
de  Suède,  de  Prusse,  des  Pays-Bas  , d’Italie,  etc. 


iTlONSIEUR  I,E  MARQUIS, 


Les  immenses  progrès  que  vos  écrits 
ont  fait  faire  aux  Sciences  mathémati- 
ques et  physiques , et  plus  particulièrement 
les  savantes  leçons  que  vous  avez  données , 
en  1795,  aux  Ecoles  normales avaient 
signalé  V imperfection  et  l insuffisance  des 
élémens  de  ces  sciences.  On  reconnut  dés 
lors  la  nécessité  d’établir  ces  élémens  sur 
un  nouveau  plan , d’y  introduire  et  coor- 
donner quelques-unes  des  sublimes  théories 
qui  sont  l’objet  de  vos  grandes  découvertes 
et  de  celles  de  vos  illustres  contemporains  : 
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aussi  plusieurs  géomètres  très  distingués 
ont-ils  rempli  avec  un  succès  complet,  cette 
tâche  longue  et  difficile;  et  lune  des  bran-' 
ches  des  Mathématiques  élémentaires  qu’ils 
ontperfectionnées  le  plus,  est  celle  alaquelle 
on  a donné  le  norad’ Appli  cation  de  l’Algèbre 
à la  Géométrie.  Quoique  l’Ouvrage  que 
je  publie  pour  la  troisième  fois,  sur  cette 
matière,  soit  encore  susceptible  d’étre  amé- 
lioré, j’ose  cependant , M.  le  Marquis, 
vous  en  adresser  l’hommage.  Les  encou- 
ragemens  que  reçoivent  de  vous  ceux  qui 
professent  ou  cultivent  les  sciences,  et  la 
bienveillance  particulière  dont  vous  avez 
daigné  m honorer,  sont  les  motifs  qui  m en- 
gagent à vous  offrir  cette  faible  marque 
de  ma  vive  reconnaissance . Puisse  ce  Re- 
cueil de  Propositions  de  Géométrie  mériter 
votre  suffrage,  et  contribuer  à inspirer  aux 
élèves  cet  ardent  amour  de  l’étude  et  de  la 
méditation,  qui  procure  à l’homme  de  génie 
une  gloire  immortelle  ! 

L.  PUISSANT. 
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AVANT-PROPOS. 


Si  les  géomètres  qui  écrivent  sur  les  élémens  des 
sciences  exactes  , se  bornent  souvent  à en  exposer 
les  principes , ce  n’est  pas  qu’ils  regardent  comme 
peu  utiles  au  développemept  des  facultés  intel- 
lectuelles les  Traités  spécialement  consacrés  aux 
applications.  En  effet,  l’expérience  prouve  que 
rien  n’est  plus  propre  à répandre  une  vive  lumière 
sur  un  sujet  abstrait , que  de  soumettre  à l’analyse 
diverses  questions  particulières  avec  lesquelles  ce 
sujet  a un  rapport  direct.  C’est  ce  qui  me  fit  pen- 
ser, à l’époque  où  parut  la  première  édition  de 
l’excellent  Tratté  d' application  de  l’Algèbre  à la 
Géométrie , par  M.  Lacroix  , que  les  jeunes  mathé- 
maticiens , et  même  lès  professeurs,  me  sauraient 
gré  d’avoir  formé  un  recueil  de  propositions  de 
Géométrie , dont  les  solutions  ou  les  démonstra- 
tions dépendent  immédiatement  des  principes  ex- 
posés dans  cet  ouvrage,  suivant  les  idées  lumi- 
neuses de  Lagrange  et  de  Monge  La  nouveauté  de  la 
méthode  ne  me  fit  d’abord  considérer  que  des  pro- 
positions relatives  à la  Géométrie  des  deux  dimen- 
sions; mais  je  ne  tardai  pas  à sentir  l’insuffisance 
de  ce  choix.  Aujourd’hui  cette  branche  des  Ma- 
thématiques est  cultivée  avec  un  si  grand  succès , 
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VUJ  AVANT-PROPOS, 

et  son  utilité  est  si  bien  constatée , qu’il  m’a  paru 
même  nécessaire  de  refondre  en  grande  partie  la 
seconde  édition  de  mon  Recueil , afin  d’y  répandre 
plus  de  variété  et  de  présenter  un  choix  mieux 
assorti  de  questions  de  Géométrie  de  l’espace. 

Entre  autres  choses  propres  à exciter  de  l’intérêt, 
j’ai  rappelé,  dans  cette  nouvelle  collection,  quel- 
ques propriétés  de  la  projection  orthogonale  dues 
à M.  Poisson  , et  dont  la  Mécanique  rationnelle 
peut  tirer  de  grands  avantages  ; démontré  plusieurs 
théorèmes  remarquables  sur  les  polygones  et  les 
polyèdres,  extraits  de  la  Géométrie  de  position  de 
Carnot  et  de  la  Polyédrométrie  de  M.  Lhuilier  de 
Genève  ; exposé  la  transformation  des  coordonnées 
rectangles  dans"  l’espace,  selon  la  méthode  de  La- 
grange, et  celle  des  coordonnées  obliques  , d’apres 
les  idées  de  M.  Français , ofliciêr  supérieur  au  corps 
royal  du  Génie;  résolu  avec  toute  la  simplicité 
possible  quelques  problèmes  relatifs  à la  perspective 
linéaire,  aux  ombres  et  à la  projection  des  cartes  géo- 
graphiques, et  développé  l’élégante  solution  analy- 
tique que  M.  Gergonne  , rédacteur  des  Annales  de 
Mathématiques  pures  et  appliquées , a donnée  du 
problème  où  il  s’agit  de  tracer  sur  une  sphère  un 
cercle  tangent  à trois  autres  cercles.  J’ai,  en  outre, 
inséré  dans  cette  édition,  en  faveur  de  ceux  qui 
connaissent  les  principes  du  calcul  différentiel, 
un  abrégé  de  la  théorie  des  osculations , d après 
Lagrange,  et  l’ai  appliqué  à la  recherche  des  équa- 
tions de  quelques  - unes  des  surfaces  courbes  que 


AVANT-PROPOS. 


IX 


Monge  a traitées  dans  sa  Géométrie  analytique.  En- 
fin j’ai  donné,  tant  les  démonstrations  de  plusieurs 
formules  employées  dans  les  hautes  Mathémati- 
ques que  les  solutions  de  quelques  problèmes  cu- 
rieux de  maximis  et  minimis ; mais  souvent  aussi , 
pour  que  les  élèves  puissent  fortifier  davantage  leur 
intelligence , je  les  ai  mis  dans  la  nécessité  de 
s’exercer  eux-mêmes  à compléter  l’analyse  de  cer- 
taines propositions,  ou , ce  qui  vaut  encore  mieux , 
à les  résoudre  en  entier. 

Dans  la  vue  de  ne  pas  m’écarter  de  mes  illus- 
tres modèles  , je  n’ai  jamais  échaffaudé  mes  calculs 
sur  des  constructions  géométriques  qui  ne  dérivent 
pas  essentiellement  de  la  nature  des  propositions  , 
afin  de  faire  mieux  ressortir  les  avantages  de  l’Al- 
gèbre ; et  c’est  de  quoi  l’on  s’assurera  en  compa- 
rant le  procédé  analytique  que  j’emploie  avec  les 
méthodes  mixtes  dont  on  fait  usage , depuis  D_es- 
cartes  jusqu’à  nous,  dans  la  résolution  de  la  plu- 
part des  questions  de  Géométrie.  Il  est  vrai , ce- 
pendant, que  parmi  les  problèmes  qui  composent  - 
ce  Recueil , il  en  est  plusieurs  qui  ne  sont  pas  par 
eux-mêmes  d’une  grande  utilité;  mais  comme 
ceux-ci  ne  peuvent  manquer  de  piquer  la  curiosité 
du  lecteur,  à cause  de  la  célébrité  qu’ils  ont  eue 
autrefois,  ou  parce  qu’ils  sont  peu  connus,  ou  parce 
que  l’Analyse  algébrique  s’y  applique  avec  élé- 
gance , je  n’ai  point  hésité  à les  publier. 

Avant  de  m'occuper  de  ces  sortes  de  problèmes , 
j’ai  donné  un  supplément"  aux  Traités  élémentaires 
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de  Trigonométrie , dans  lequel  se  trouve  l’appli- 
cation de  cette  science  au  levé  des  plans  et  à l’é- 
valuation des  surfaces.  11  est  essentiellement  lié  à 
la  Trigonométrie  de  M.  Legendre  , et  peut  être 
considéré,  à cause  des  additions  nombreuses  que 
j’y  ai  faites,  comme  une  introduction  à mes  Traités 
de  Géodésie  théorique  et  pratique.  Ce  précis  sera , 
je  crois,  suffisant  pour  ceux  qui  ne  veulent  appli- 
quer la  Topographie  qu’à  leurs  besoins,  ou  se 
rendre  bons  juges  en  matière  de  contestation  entre 
les  propriétaires. 

Pour  rendre  le  présent  Ouvrage  digne  de  servir 
d’appendice  à ceux  auxquels  il  se  rattache,  et  lui  don- 
ner l’étendue  qu’il  présente,  il  m’eût  été  impossible 
de  tirer  tout  de  mon  propre  fonds  : aussi  ai  - je , 
comme  on  voit , puisé  aux  meilleures  sources , et 
fait  en  sorte  d’offrir  aux  élèves  qui  suivent  les  le- 
çons des  Collèges  royaux|,  ou  qui  se  destinent  pour 
l’Ecole  Polytechnique  , des  applications  variées  et 
intéressantes  de  la  nouvelle  manière  de  traiter  les 
propositions  de  Géométrie , en  les  mettant  en  outre 
à meme  de  lire  avec  fruit  et  facilité  les  Mémoires 
où  sont  étalées  les  richesses  de  l’Analyse  géomé- 
trique. 
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CHAPITRE  PREMIER. 


f . * 

Notions  préliminaires. 


Définitions. 


i.  Former  la  carte  d’un  pays  de  peu  d’étendue,  c’est 
construire  sur  le  papier  une  ligure  semblable  à celle  du 
terrain  dont  les  différentes  parties  sont  supposées  être  pro- 
jetées'sur  un  plan  horizontal  par  des  perpendiculaires  abais- 
sées de  tous  les  objets  sur  ce  plan.  Le  procédé  qu’on  emploie 
k cet  effet,  exige  le  fréquent  usage  d’une  échelle. 

On  entend  par  échelle  d’une  carte  ou  d’un  plan,  une 
ligne  droite  peu  étendue , et  dont  les  plus  petites  parties 
égalesreprésentent  chacune  l’unité  de  mesure  linéaire;  par 
exemple,  le  mètre  ou  la  toise,  ou  un  multiple  de  l’une  de 
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ces  unités.  Cette  échelle  sert  à fixer,  à l’aide  d’un  compas, 
la  longueur  à laquelle  se  réduit  sur  un  plan  une  distance 
horizontale  quelconque  évaluée  en  mètres  : alors  cette  di- 
stance est  à sa  réduction  ou  projection  dans  un  rapport 
donné.  Si , par  exemple,  ce  rapport  était  celui  de  10000  à i, 
le  plan  serait  construit  à l’échelle  du  dix-millième  ; c’est-à- 
dire  qu’une  longueur  réelle  de  10000  mètres  ne  serait  re- 
présentée sur  le  plan  que  par  celle  d’un  mètre. 

On  nomme  carte  topographique  j le  dessin  qui  repré- 
sente, dans  leur  situation  respective,  tous  les  détails  d’une 
contrée  ou  d’un  grand  domaine.  Quant  aux  cartes  embras- 
sant beaucoup  d’étendue  de  pays,  et  n’en  offrant  que  les 
objets  les  plus  remarquables,  on  les  appelle  cartes  géogra- 
phiques. 

Pour  déterminer  les  positions  respectives  des  principaux 
points  d’un  plan  ou  d’une  carte  topographique  ,#  il  faut 
considérer  ces  points  comme  les  sommets  des  angles  des 
triangles  qui,  par  leur  enchaînement,  forment  un  réseau 
continu  dans  tous  les  sens.  Ces  triangles  réunissent  les  con- 
ditions les  plus  avantageuses  lorsqu’ils  sont  les  plus  grands 
possibles , qu’ils  approchent  Je  plus  de  la  forme  équilatérale, 
et  qu’ils  sont  liés  aa  moins  à une  ligne  principale  ou  base. 
Lorsque  cette  base  et  les.  trois  angles  de  chaque  triangle 
sont  mesurés,  on  a tous  les  élémens  nécessaires  pour  cal- 
culer de  proche  en  proche  les  distances  entre  les  objets  ; et 
alors  çn  a le  canevas  du  plan.  C’est  en  cela  que  consistent 
les  opérations  géodésiques. 

Si  nous  devions  nous  borner  dans  cet  Ouvrage,  à indi- 
quer la  marche  de  ces  calculs,  nous  serions  dispensé  de 
donner  un  résumé  des  formules  trigonométriques  les  plus 
remarquables;  mais  comme  ces  formules  jouent  un  râle 
très  important  dans  les  applications  de  l’Analyse  aux  di- 
verses branches  des  Mathématiques,  et  que  la  plupart  nous 
seront  utiles  par  la  suite,  nous  les  rappellerons  en  peu  de 
mots.  On  en  trouvera  les  démonstrations  dans  le  Traité  de 
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Trigonométrie  de  M.  Legendre,  faisant  suite  à sa  Géométrie; 
ou  dans  celui  de  M.  Lâcroix , qui  précède  son  application 
de  l’Algèbre  à la  Géométrie;  ou  enfin  au  2*  livre  de  notre 

Traité  de  Géodésie , 2*  édition. 

•> . , ' 

Résumé  des  Formules  trigonométriques. 

\ * ■ . . ; 

Fonctions  circulaires. 

a.  Soient  /»  et  q deux  arcs  quelconques  d’un  cercle  dont 
le  rayon  est  pris  pour  unité,  on  aura 

sin’/>  + cos’/>  = i,  sin  (/>  rfc  y)  = sin/>  cos  y ± cos />  sin  y , 
sin’ y -f-  cosa  q — i,  cos  (p  :fc  g)  = cosp  cos  q q:  sin  p sin  q\ 

desquelles  on  tire  aisément  celles-  ci  par  voie  d’addition  et 
de  soustraction , 

2 sin  p cos  q =sin  (p  -fe  q ) -f-  sin  ( p — q), 

2 cos  p sin  q = sin  (p  + q ) — sin  (p.  — q), 

2 cosp  COS  q =«OS  (p  -f-ÿ)  -f-  COS  (/>  — q ), 

2 sin  p sin  q — cos  (p — q)  — cos  (p 
ou  bien  ' • ^ . 

n cosi  (p-hÿ)  sin i(p  — q ) = sin/j — siny, 
2COs|(/J+ÿ)cOS;  (p  — q)=  cosp  + cos  q, 

— 2sini  (p+ÿ)  sinj  (p  — q)  — cosp  — oos  q. 

• ■ ' * 

Si  l’on  fait  q = mp,  on  aura 

2 sin  p cosmp  — *sin  (m  ■+•  0 p — sin  ( m — i )p, 

2 cos  p sin  mp  = sin  (m  -J-  i)  p -J-  sin  (jn  — i)  p , 

2 cos  p cos  mp  cos  (m  + I )/>-}-  cos  (m  — r)  p, 

2 sin  p sin  mp  = cos  {m  — i)  p — * cos  (m  + i)  p. 

Si,  au  contraire,  on  suppose  q~p,  on  aura,  en  vertu 
des  premières  formules  ci-dessus, 

sin  2/>  = a sin  p cos  p,  cosp  = i — - 2 sin*;/», 
cos 2 p — cos* p — sin’/»,  cos />  = a cos“ ÿ p — ï. 

> i... 


* 
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On  a,  en  outre,  ces  relations, 

f _sinp  t _ — ï — = , 

tangp  — — -,  ,cotp  taBgp  smp 

sécP^^p’  COséCp==iî^î 

et , par  une  combinaison  binaire  «les  arcs  P , Ï » on  ob 

tiendra  , • . ' . . 

sin  (p  ± y) tang  p ± tang_y 

tang  (p*  y)  — cos  (p±:y)  i qrtangp  tangy’ 
_ sin(p=tyj 

tang  p — tang  î cospcosy  ’ 

sin  (p±  g) 

cotp±coty  = = -55>sin?  » 

a sin  (p+g)sin(p— g) 

tang'p  tang  y cos “p  cos2  y 

sin(p-f-y)  sin  (p— y) 
cot*  p cbt  y sin“p  sin2  y 

sin  p 4-  sin  y _ tang  î (P+f) 

sin  p — sin  y tang  s (p  ““  ? ) , , • 

cos  p -f-  cos  y _ cotUp-gl 

cosp  — cos  y tang  j (p  + y)  sécP  secq 

î™£*ÏÏÏLi  = tang  HP  =*=  y ) , 
cos  p -j-  cos  y 

siü£^-silL2  — — cot  i ( P =f  y ) , 
cos  p — cos  y 


sm  p_ 


tangïP  = 7q: 


co  s p 


».  sm  p 

cotip=  — ~ 


tang  p 

sm  p — y'1^.tang^’ 


cos  p 


cos  p 7-  . — 

V/i+tang“p 


En  général , si  iQ  désigne  le  quadrant , on  a 
sin  ( iQ  ± P ) = + cos  P > cos  ( i Q zt  p ) = 4=  »n  p , 
sin  (nQ±p)  = q:sinp,  cos  ( ±p)  = - cosp, 
sin(3Q±p)  = — cosp,  cos(3Q±:p)  dismp, 

sin  (4Q ±p)  = sin  P>  cos  (4Q  ±P)  = + cos^' 
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LEVÉ  DES  PLANS. 

Propriétés  du  Triangle  rectiligne. 

3.  En  représentant  généralement  par  a,  b,  c,  les  côtés 
d’un  triangle  rectiligne  quelconque , et  par  A,  B,  C,  les 
angles  qui  sont  respectivement  opposés  à ces  côtés , on  aura 
ces  relations , 

a1  = i1  •+•  c*  — 7.bc  cos  A , 
b*  = a*  -f-  c“  — lac  cos  B , 
c*  ==  a*  -f-  b%  — 2 ab  cos  C ; 
c’est-à-dire  que  le  carré  d'un  côté  est  égal  à la  somme  des 
carrés  des  deux  autres  côtés,  moins  deux  fois  le  produit  de 
ces  memes  côtés , multiplié  par  le  cosinus  de  l’angle  qu’ils 
forment  entre  eux  ; en  supposant  toutefois  le  rayon  des 
tables  égal  à l’unité , et  l’angle  aigu. 

Il  existe  en  outre  entre  les  cosinus  des  trois  angles  de  ce 
triangle  cette  relation, 

i — cos1  A — cos“B  — cos°C  — 2 cos  A cos  B cos  C = o ; 
laquelle  provient  de  ce  que  A + B + C = 2**. 

Lorsque  le  triangle  est  rectangle , l’angle  A , par  exemple, 
est  droit , et  le  côté  opposé  a est  l’hypoténuse  ; alors , à 
cause  de  cos  A = o , on  a 

a»  = b*  + c'\ 

puis , lorsqu’on  ajoute  respectivement  aux  deux  membres 
des  deux  dernières  équations  précédentes  , c*,  b*,  il  vient, 
après  les  réductions, 

c = « cos  B = a sin  C, 
b = a cos  C — a sin  B; 

et  par  suite , 

b cosC  ^ „ 

- = = = tang  B. 

c co  s B 

Désignons  maintenant  par  T l’aire  du  triangle  ABC  ; on 

aura  ces  diverses  expressions , 

m _ 1 l • » ^ c*  sin  A sin  B 

T ==,  bc  sin  A , T = — . - — r-j — r— j 
2 sin  (A  4-  B) 
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a®  : b%  I c®  sin®A  : sin®B  ; sin®(A4-B)* 


a®  — b ® ! c*  sin®A— r sin®B  ; sin*(A  -f-  B); 

.foi  + 

sm®  A — sm®B 

par  conséquent , 

rp 2 /■_*  z.i\  sin  Asin  Bsin(A-f-B) 

1 ® ' s in® A — sin*B  ’ 


et  puisque  sin“A  — - sin®B  = sin  ( A -f-  B ) sin  ( A — B ), 
on  a définitivement 


T = i (a®—  b») 


sin  A sin  B 
sin  (A  TT-  B)' 


Cette  expression  se  présente  sous  la  forme  indéterminée, 
lorsque  a = b , pqrce  qu’alors  A = B , et  sin  (A  — B)  = o ; 
mais  dans  ce  cas , la  2e  valeur  de  T devient 


,j, c®  sia*  À 

a sin  2 A 


c®  sin® A e® 

4sinAcosA  4^°^ 


On  a encore,  en  désignant  par  p le  demi-périmètre  du 
triangle,  ,, 


T=V/i?(/>—a)  (p  — b)  (p-fc); 

c’est-à-dire  que  l’aire  d’un  triangle  rectiligne  est  égale  à la 
racine  carrée  du  profluif  qu’on  obtient  en  multipliant  le 
demi-périmètre  pqr  les  tfois  excès  de  ce  demi-périmètre  sur 
chacun  des  côtés. 

Représentons  maintenant  par  R et  r les  rayons  des  cercles 
circonscrit  et  inscrit  au  triangle  a , b , c ; on  aura 

u abc  a T 

~4T’  r ~ à-f  b'+c- 
La  seconde  formule  se  vérifie  à la  seule  inspection  de  la 
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la  figure,  lorsque  l’on  mène  par  le  centre  du  cercle  inscrit 
des  droites  aux  trois  sommets  du  triangle;  et  la  première 
formule  s’obtient  sans  difficulté,  en  remarquant  d’abord 
que  l’on  a T = £ bc  sin  A , et  que  si  par  le  sommet  B du 
triangle  inscrit , l’on  mène  un  diamètre  BA'  = aR  , le 
triangle  inscrit  CA'B , qui  sera  essentiellement  rectangle 

Q.  • 

enC,  donnera  sin  A' = — or,  A'  = A,  puisque  ces 

deux  angles  inscrits  sont  appuyés  sur  la  même  corde  a; 

i T abc 
donc  T = y—. 

41t  i • 

* X • Il  ^ . 

Propriétés  du  Triangle  sphérique. 

4*  Si,'  comme  pour  le  triangle  rectiligne,  les  côtés  d’un 
triangle  sphérique  quelconque  sont  désignés  para,  b,c, 
et  que  les  angles  opposés  le  soient  par  A , B , C ; on  aura, 
en  supposant  le  rayon  des  tables  égal  à l’unité  \ ,t> 

• cos  a = cos  b C04  c -4-  sin  b sin  c cos  A, 

cos  b = cos  a Cosc  + lin  («sine  cosB, 
cos  c = cos  a cos  b 4-  sin  g ain  b cosC;  • 

formules  qui  donneraient  un  côté  en  fonction  des  deux 
autres  et  de  l’angle  qu’ils  comprennent.  Celles-ci,  combi- 
nées entre  elles  d’une  manière  convcnaj^e , conduisent  à ces 
trois  autres , 

cos  A '=?'—$  cos  B cos  C + sin  B sin  C cos  a , 

cos  B = — cos  A cos  C + sin  À.  sin  C cos  b , 

cos  C = — r cos  A cos  B + sin  A sin  B cos  c , 

lesquelles-  feraient  connaître  un  angle  au  moyen  des  deux 

autres  et  du  côté  compris.  v 

Lorsque  le  triangle  sphérique  est  rectangle , on  a , par 
exemple,  A = iQ;  ainsi  le  cosinus  de  l’hypoténuse  a pour 
valeur 

eo»  a — cos  b cos  c. 
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Dans  la  même  hypothèse, 

. „ tang  c tang  b 

sin  b = sin  a sm  B , cos  B = - — tang  B = - — , 

. tang  a ° sin  c 

• r r tang b , n tang c 

sin  c — sin  a sin  C,  cos  C — - — - — , tang  C = . , , 

tang  a ° sin  b 

cos  B cos  C_ 

sin  B 


cos  a = cot  B cot  C,  cos  b = — — yr , 
1 sin  C 


cos  c = 


Dans  le  cas  général , si  £ désigne  l’aire  d’un  triangle  sphé- 
rique , on  a 

£==A  + h + C— aQ; 

expression  qui  suppose  que  le  quadrant  est  pris  pour  unité 
de  mesure  des  angles  A,  B,  C,  et  que  le  triangle  tri-rec- 
tangle ou  le  quart  d’un  hémisphère  est  pris  pour  unité  de 
surface.  Pour  avoir  l’aire  T d’un  triangle  en  mesures  car- 
rées , soient  f le  rayon  de  la  sphère  à laquelle  ce  triangle 
appartient,  et  tt  le  rapport  de  la  circonférence  au  dia- 
mètre -,  on  aura 

formule  dans  laquelle  £ doit  être  un  nombre  abstrait  ; 
par  exemple,  si  £ était  donné  en  degrés,  il  faudrait  rem- 
2 

placer  ce. facteur  par  — , parce  qu’ alors  iQ  = 90°. 

. . 

La  valeur  de  £ est  susceptible  de  différentes  formes  ra- 
tionnelles et  irrationnelles;  savoir, 
sin  à a sin  ^ b sin  C 
co  s 5 c 

j/sins  sin  (s«—a)  sin  (s — 6)  sin  (s  — c) 

2^côrfacôTfTcôrfc  * 


sin  i £ : 


CO  S t £ zzz 


cos  ï a cos  i b -f-  sin  ja  sin  t b cos  C 


- cos  j c 

cos*ja  -f-  coq*  f £ -f-  cos“  c — i 

2 Co  s i a co  s { b co  s j-c 
, , „ tang  i a tang  ; b sin  C 

anS  » , -fi  tang  î a tang  -t  b cos  G ’ 


i. 

1 
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enfin , 

tangiï=y/Qang^tang(~)tans(^)tang(^)^; 

formules  dans  lesquelles  ona2*=a+6+c  = double  du 
périmètre  du  triangle. 

Si  R et  r sont  les  rayons  du  cercle  circonscrit  et  du  cercle 
inscrit  au  triangle  ABC,  on  a 

_ 4 sin  i a sin  i b sin  £ c 

tan  g H = ,7,  .r; — : — ~=t:  ■ — =rr~  

y i — cos*a  — cos 'b  —cos 3c  -1-  2 cos  a cos  b cosc 
tang  5 a tang  £ b tang  ~ c 

~ sinî2 

\/sin  (s  — al  sin  (s  — b)  sin  (s  — c) 

tang  r = v * i — -J u_  ■ • 

y sin  s • 

2 sin  ; 2 cos  | a cos  J b cos  ; c 


Revenons  maintenant  à notre  objet,  et,  pour  cela , don- 
nons une  idée  des  instrumens  qui  servent  pour  mesurer  les 
angles  sur  le  terrain.  • • . 

DescripltSn  SuTjrüpTiOttïëtre.  , 


5.  Le  graphomètre,  qui  n’est  plus  guère  en  usage  que  . 
parmi  les  arpenteurs,  est  un  demi-cercle  de  cuivre  divisé 
en  i8o°  ou  en  aoo^.  Chaque  degré  ou  grade  est  lui-même 
divisé  en  deux  ou  plusieurs  parties  égales , selon  la  grandeur 
du  diamètre  de  ce  demi-cercle. 

La  partie  circulaire  sur  laquelle  sont  tracées  les  divisions 
se  nomme  le  limbe.  Les  graphomètres  ordinaires  portent 
aux  extrémités  du  diamètre  fixe  deux  pinnules  ou  petites 
fenêtres  au  travers  desquelles  on  regarde  les  objets.  Chaque 
pinnule , qui  doit  être  exactement  perpendiculaire  aulimbe , 
est  fendue  par  le  haut  et  ouverte  par  le  bas,  ou  réciproque- 
ment j et  le  milieu  de  l’ouverture  est  traversé  dans  le  sens 
de  sa  longueur  par  une  soie  ou  par  un  crin.  Lorsqu’on  vise 
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à un  objet  l’on  a soin  de  mettre  près  de  l’œil  la  fente  d'une 
pinnule  par  laquelle  on  regarde  si  le  fil  correspondant 
couvre  cet  objet. 

La  règle  mobile,  que  l’on  nomme  alidade t est  assujettie  à 
tourner  autour  du  centre  de  l’instrument,  et  est  garnie  de 
môme  de  deux  pinnules.  Pour  mesurer  les  angles  avec  plus 
de  précision , on  a imaginé  de  tracer  des  parties  plus  petites 
que  celles  du  limbe  aux  extrémités  decette  alidade  et  près  des 
pinnules.  C’est  à l’aide  de  ces  petites  divisions  ou  de  ce  vernier 
que  l’on  estime  les  parties  du  degré  ou  du  grade.  Supposons , 
par  exemple,  que  le  graphométre  soit  divisé  en  400  parties 
égales,  dont  deux  forment  le  grade , et  que  9 de  ces  parties 
correspondent  à 10  parties  du  vernier  ; alors  chacune  de  ces 

dernières  embrassera , sur  le  limbe , un  arc  de^— = 4^ 

’ ’ ,10 

centésimales.  Si  donc  le  premier  trait  du  vernier , que  l’on 
nomme  ligne  de  foij  tombe  exactement  sur  une  ligne  du 
limbe,  l’angle  compris  entre  le  diamètre  fixe  set  le  diamètre 
mobile  sera  mesuré  par  le  nombre  des  parties  du  limbe.  Si , 
au  contraire,  le  second  trait  du  vernier  coïncide  avec  une 
ligne  du  limbe,  il  faudra , au  nombre  de  grades  marqués  sur 
le  limbe  jusqu’à  la  ligne  de  foi,  ajouter  5',  quantité  dont 
une]  partie  du  limbe  excède  une  partie  du  vernier.  En  gé- 
néral , on  comptera  de  plus  autant  de  fois  5'  qu’il  y aura 
de  parties  du  vernier  depuis  la  ligne  de  foi  jusqu’à  la  ligne 
qui  correspond  à l’vyae  de  celles  du  limbe.  Pour  pouvoir  lire 
plus  aisément  les  divisions  et  prendre  leurs  parties  par 
estime , on  se  sert  d’une  loupe  qui  grossit  les  objets. 

Lorsqu’on  fait  coïncider  exactement  les  deux  axes  op- 
tiques, une  des  lignes  de  foi  doit  correspondre  précisément 
au  zéro  de  la  graduation  si  l’instrument  est  hien  centré; 
mais  il  n’est  pas  rare  d’observer  un  petit  écart  à droite  ou  à 
gauche  de  ce  point  Cet  écart  évalué  en  parties  du  degré  , 
est  ce  qu’on  nomme  l 'erreur  de  parallélisme  ou  de  colli- 
mation. Cette  erreur  est  une  constante  qui  affecte  tous  les 
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angles  mesurés  ; elle  est  additive  ou  soustractive  , selon  que 
la  ligne  de  foi  qui  devrait  marquer  exactement  zéro,  est 
en  arrière  ou  en  avant  de  ce  point  par  rapport  au  sens  de 
la  graduation. 

Les  graphomètres  les  meilleurs  et  les  plus  commodes , 
sont  ceux  qui  sont  garnis  de  lunettes  que  l’on  fait  mouvoir 
à l’aide  de  vis  de  rappel , et  que  l’on  arrête  au  moyen  de  vis 
de  pression.  Quand  les  lunettes  peuvent  s’incliner  de  quel- 
ques grades  à l’égard  du  limbe,  on  est  dispensé  de  réduire 
à l’horizon  les  angles.qui  n’y  sont  pas  situés,  parce qu’alors 
on  observe  dans  ce  plan. 

Dans  tous  les  instrumens  de  cette  espèce  , chaque  lunette 
n’ayant  que  deux  verres,  les  objets  paraissent  très  nette- 
ment, mais  dans  une  situation  renversée;  ainsi,  la  partie 
de  droite  est  vue  à gauche,  et  la  partie  la  plus  haute  paraît 
la  plus  basse.  Le  petit  tube  qui  porte  l’oculaire  s’enfonce 
plus  ou  moins  dans  le  canon  de  la  lunette  , selon  que  l’exige 
la  vue  de  l’observateur.  Quand  les  objets  paraissent  très 
distincts,  il  faut  que  les  fils  du  réticule  situés  près  de  l’ocu- 
laire , paraissent  eux-mêmes  comme  deux  lignes  noires , 
l’une  horizontale,  l’autre  verticale,  sans  quoi  ces  fils  ne 
seraient  pas  placés  exactement  au  foyer  de  la  lunette;  mais 
par  le  mouvement  d’arrière  ou  d’avant  dont  ils  sont  doués, 
on  les  ramène  aisément  à ce  foyer. 

Il  est  utile  qu’un  niveau  à bulle  d’air  soit  adapté  à la 
lunette  inférieure  pour  pouvoir  la  disposer  horizontalement 
lorsque  l’on  mesure  des  angles  de  hauteur.  L’axe  du  tube  de 
'verre  qui  renferme  de  l’alcool  ou  de  l’étlier  étant  mis  parai-  • 
lèlement  à l’axe  optique  de  la  lunette , il  s’ensuit , d’après 
les  lois  de  l’Hydrostatique,  que  lorsque  la  bulle  d’air  oc- 
cupe le  milieu  de  ce  tube , l’axe  optique  de  la  lunette  est 
horizontal. 

Tout  l’instrument  porte  sur  un  pied  construit  de  manière 
qu’il  est  facile  d’incliner  le  limbe  dans  tous  les  sens.  Pour 
éviter  à cet  égard  beaucoup  de  lenteur  et  de  tâtonnemens , 
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on  dispose  le  mieux  qu’il  est  possible,  dans  la  direction 
des  objets  que  l’on  observe , les  ris  qui  produisent  cette 
inclinaison.  * * 

Description  du  petit  Cercle  répétiteur. 

G.  L’une  des  différences  remarquables,  entre  le  gra- 
phomètre  et  le  cercle  répétiteur , est  que  les  deux  lunettes 
de  celui-ci  sont  mobiles  ou  fixes  à volonté.  La  lunette  supé- 
rieure entraîne  de  même  deux  verniers  *et  son  axe  répond 
précisément  au  centre  du  limbe.  A l’égard  de  la  lunette 
inférieure  qui  porte  un  petit  niveau  à bulle  d’air , elle  est 
excentrique  et  elle  tourne  seule,  si  l’on  veut,  autour  du 
• pivot  de  l’instrument. 

Le  plus  grand  avantage  du  cercle  répétiteur  est  de  pou- 
voir atténuer  presque  entièrement  les  erreurs  de  la  division 
et  celles  des  observations , en  répétant  suffisamment  la  me- 
sure des  angles , comme  nous  l’enseignerons  bientôt- 
. Dans  les  petits  cercles  répétiteurs , le  pivot  qui  supporte 
le  limbe  est  soudé  au  centre  d’un  plateau  circulaire  auquel 
on  peut  procurer  un  mouvement  de  rotation  lent  ou  rapide. 
Ge  pivot  est  traversé  par  un  axe  ou  essieu  dont  les  extré- 
mités entrent  dans  des  collets  faisant  partie  de  deux  mon- 
tans  auxquels  on  a donné  le  nom  de  fourchette.  Un  petit 
quart  de  cercle  adapté  au  pivot  s’appuie  contre  ces  montans 
•et  s’y  fixe  au  moyen  d’une  pince , quand  on  veut  que  l’incli- 
naison du  limbe  soit  invariable.  Enfin , vers  la  partie  supé- 
i rieure  de  la  douille  de  l’instrument  sont  placées  deux  vis 
opposées  qui  servent  pour  incliner  le  limbe  dans  un  sens 
contraire  à celui  pour  lequel  le  quart  de  cercle  est  destiné. 

Il  y a déjà  plus  de  trente  ans  que  l’usage  de  ce  précieux 
instrument,  inventé  par  Borda,  est  répandu  en  France  et 
dans  plusieurs  contrées  de  l’Europe.  C’est  principalement 
dans  les  grandes  opérations  géodésiques,  comme  celles  qui 
ont  pour  objet  la  mesure  d’un  arc  de  méridien  , ou  le  levé 


Digitized  by  Google 


m LEVÉ  DES  PD  AN  S-  l3 

trigonométriquo  d’un  grand  état , que.  le  cercle  répétiteur 
est  indispensable.  Voyez , sur  ce  sujet,  mon  Traité  de 
Géodésie , 2®  édition,  et  la  Base  du  système  métrique j par 
Delambre. 

De  la  mesure  des  angles  avec  le  graphomètre. 


7.  [Fig.  r.]  Pour  mesurer,  avec  le  graphomètre,  l’angle  À 
sous  lequel  on  voit  la  distance  BC , placez  d’abord  le  centre 
de  l’instrument  au  point  A ; puis  disposez  l’alidade  fixe  de 
manière  que , regardant  au  travers  des  pinnules  ou  de  la 
lunette,  le  fil  vertical  couvre  le  point  C.  Enfin,  dirigez 
l’alidade  mobile  ou  la  lunette  supérieure  sur  l’objet  B;  l’arc 
parcouru  par  celle-ci  sera  la  mesure  de  l’angle  A , sauf  à 
tenir  compte  de  l’erreur  de  collimatioi}  s’il  y a lieu  (n°  5). 

Celte  méthode  suppose  que  les  trois  points  A , B,  C,  sont 
à très  peu  près  dans  le  même  plan  horizontal , on  que  le 
cercle  porte  des  pinnules , ou  bien  qu’il  est  garni  de  lunettes 
plongeantes  (n°5).  Autrement,  si  les  points  B,  C étaient 
hors  de  l’horizon  de  l’observateur , et  que  les  lunettes  n’eus- 
sent point  la  propriété  dont  il  s’agit,  il  faudrait  placer  le 
limbe  dans  le  plan  même  de  l’angle  à mesurer. 

L’angle  sous  lequel  on  voit  l’élévation  d’un  objet  situé 
au-dessus  de  l’horizon  du  lieu  où  l’on  observe,  se  nomme 
angle  de  hauteur  ; et  l’angle  sous  lequel  on  voit  l’abaisse- 
ment d’un  objet  au-dessous  de  l’horizon , se  nomme  angle  de 
dépression.  Ainsi,  en  supposant  que  AH  soit  horizontale 
[Fig.  2 3 , l’angle  BAH  est  un  angle  de  hauteur,  et  l’angle 
B' AH  est  un  angle  de  dépression. 

Pour  mesurer  ces  angles  verticaux , on  donne  au  plan  dp 
l’instrument  la  position  verticale  à l’aide  d’un  fil-à-plomb. 
Ensuite  ou  met  la  lunette  fixe  horizontalement  par  le  moyen 
du  niveau  à bulle  d’air  qui  y est  adapté;  puis  l’on  dirige  la 
lunette  supérieure  sur  l’objet  B ou  B',  de  manière  que  le  fil 
horizontal  de  cette  lunette  couvre  le  point  de  mire.  Alors 
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l’arc  parcouru  par  cette lunelte  est  la  mesure  de  l’angle  BAH, 
ou  B' AH.  Cela  suppose  toutefois  que  l’artiste  a eu  le  soin 
de  dégager  la  lunette  mobile  de  l’erreur  de  collimation , 
c’est-à-dire,  de  rendre  exactement  l’axe  optique  de  cette 
lunette  horizontal  en  même  temps  que  le  niveau,  lorsque  la 
ligne  de  foi  est  à zéro. 

De  la  mesure  des  angles  avec  le  cercle  répétiteur. 


8.  Deux  vérifications  préalables  sont  à faire  : i°  de  s’as- 
surer que  les  soies  ou  fils  du  réticule  de  chaque  lunette 
n’offrent  point  de  parallaxe;  dans  ce  cas,  leur  image,  lors- 
qu’elle se  peint  sur  un  objet  distinct,  ne  change  point  de 
place  à l’égard  de  cet  objet , quand  on  éloigne  un  peu  l’œil 
de  l’axe  optique.  On  fait  disparaître  la  parallaxe  en  remet- 
tant les  fils  au  foyer  de  la  lunette , ou  l’on  évite  l’erreur 
qu’elle  occasionnerait  en  visant  toujours  au  milieu  de 
l’oculaire. 

2°.  De  voir  si  les  axes  optiques  des  deux  lunettes  sont 
parallèles  au  plan  du  limbe.  Comme  il  ne  s’agit  ici  que 
des  petits  cerclls  répétiteurs,  il  sera  suffisamment  exact, 
après  avoir  dirigé  les  deux  lunettes  sur  un  même  point 
éloigné,  de  faire  coïncider  les  intersections  des  fils  avec  ce 
point , en  tournant  dans  le  sens  convenable  les  vis  de  rappel 
des  réticules.  Il  est  utile  à cet  égard  de  prendre  des  ren- 
seignemens  de  l’artiste  même  qui  a construit  le  cercle  dont 
on  se  sert , afinde  mieux  concevoir  les  remarques  précédentes. 

Voici  maintenant  la  manière  de  mesurer  un  angle  entre 
deux  objets  terrestres,  avec  l’instrument  actuel  dont  le» 
divisions  se  lisent  de  gauche  à droite. 

* * Après  avoir  mis  le  limbe  dans  le  plan  des  objets,  on 
amène  la  lunette  supérieure  à zéro , et  on  la  fixe  par  le 
moyen  de  la  vis  de  pression.  Ensuite  on  la  dirige  sur  l’objet 
à droite j et  pour  l’y  fixer,  on  serre  la  vis  de  pression  du 
plateau.  Cela  fait , on  rend  mobile  la  lunette  inférieure  pour 
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1 amener  sur  l’objet  à gauche;  puis  on  la  fixe  au  limbe. 
Ensuite  on  desserre  la  vis  cle  pression  du  plateau,  afin  de 
pouvoir  faire  tourner  tout  l’instrument,  jusqu’à  ce  que  la 
lunette  inférieure  soit  sur  l’objet  à droite.  Lorsque  cette 
circonstance  a lieu , on  serre  de  nouveau  cette  vis , et  l’on 
amène  la  lunette  supérieure  rendue  libre  sur  l’objet  à 
gauche;  alors  l’arc  qu’elle  a parcouru  depuis  son  premier 
point  de  départ , est  la  mesure  du  double  de  l’angle  observé , 
sans  aucune  erreur  de  collimation  (n°  5),  puisque  la  lu- 
nette supérieure  est  partie  exactement  de  zéro. 

On  obtient  le  quadruple,  le  sextuple,  etc.  d’un  angle  en 
répétant  2,3,  etc.  fois  cette  opération , et  partant  du  point 
de  division  où  la  lunette  supérieure  se  trouve  à la  fin  de 
chaque  observation  conjugué. 

On  nomme  distance  au  sénit  d’un  objet,  le  complément 
de  sa  hauteur,  ou  sa  dépression  angulaire  augmentée  de 
ioo  grades.  Pour  observer  une  distance  au  zénit,  mettez  le 
plan  du  cercle  verticalement  par  le  moyen  d’un  fil-à-plomb , 
et  de  manière  que  les  divisions  du  limbe  soient  à votre' 
droite.  Amenez  -la  lunette  supérieure  à zéro;  fixez-la,  puis 
dirigez-la  sur  l’objet  en  faisant  tourner  le  limbe,  et  serrez 
la  vis  du  plateau.  Ensuite  mettez  la  lunette  inférieure  hori- 
zontalement au  moyen  du  niveau  à bulle  d’air,  et , pour 
cet  effet,  servez-vous  de  la  vis  de  rappel  de  cette  lunette. 
Si,  par  cette  opération,  la  lunette  supérieure  se  dérange 
ramenez -la  doucement  sur  le  point  de  mire  en  fhisant 
tourner  la  vis  tangente  du  plateau,  et  rappelez  la  bulle  au 
milieu  du  tube,  c’est-à-dire  calez  le  niveau.  Cela  fait,  ame- 
nez le  limbe  à votre  gauche,  dans  le  vertical  de  l’objet- 
remettez  la  lunette  inférieure  horizontalement  en  faisant 
tourner  le  limhe  par  le  moyen  de  la  vis  tangente  du  pla-  ‘ 
teau.  Enfin,  ramenez  sur  l’objet  la  lunette  supérieure  ren- 
ue libre;  et  l’arc  qu’elle  aura  parcouru  sera,  sans  erreur 
e collimation,  le  double  de  la  distance  au  zénit  cherchée, 
ainsi  qu  il  est  aisé  de  le  prouver. 
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Le  cercle  répétiteur  peut  être  employé  de  la  même  ma- 
nière que  le  grapliomètre;  car  ?1  ne  s’agit  que  d’amener  la 
lunette  inférieure  à zéro , et  de  l’y  fixer  pendant  tout  le  cours 
des  observations.  Pour  cet  effet,  l'on  met  la  lunette  supé- 
rieure à ce  point  ; et  après  avoir  fixé , avec  cette  lunette , un 
•objet  éloigné,  on  y dirige  aussi  la  lunette  inférieure , la- 
quelle se  trouve  dans  ce  cas  placée  convenablement,  soit 
pour  la  mesure  des  angles  horizontaux , soit  pour  celle  des 
angles  verticaux  ; mais  la  mesure  de  ces  dernières  serait 
nécessairement  affectée  de  l’erreur  de  collimation  si  l’axe 
optique  de  la  lunette  inférieure  n’était  pas  horizontal  en 
même  temps  que  le  niveau;  ce  qu’il  est  facile  de  recon- 
naître, en  mesurant  avec  soin  une  distance  zénitale  parla 
première  méthode  qui  est  exempte  de  l’erreur  dont  il  s’agit , 
et  par  cette  seconde  méthode , qui  doit,  à très  peu  de  chose 
près,  procurer  le  même  résultat,  plus  ou  moins  l’erreur 
de  collimation. 

9.  Lorsque  le  cercle  répétiteur  porte  des  lunettes  plon- 
geantes, on  dispose  toujours  le  limbe  horizontalement,  à 
l’aide  de  deux  niveaux  disposés  à angle  droit  ; par  ce  moyen , 
les  angles  observés  entre  les  objets  terrestres,  sont  réduits 
sur-le-champ  à l’horizon,  ce  qui  dispense  de  faire  aucun 
calcul  à cet  égard.  Mais  il  n’y  a guère  que  les  théodolites 
qui  jouissent  de  cette  propriété.  Dans  ces  mstrumens , la 
lunette  inférieure  sert  simplement  de  repère  : on  la  fixe 
sur  un  point  quelconque  de  ^horizon , tandis  que  la  lunette 
supérieure  arrêtée  d’abord  à zéro,  est  dirigée  sur  un  des 
objets,  ensuite  est  détachée  du  limbe  pour  être  fixée  sur  le 
second  objet.  On  conçoit  en  effet  que , par  cette  manœuvre , 
la  lunette  supérieure  a parcouru  l’arc  qui.mesure  horizon- 
talement l’angle  observé;  mais  parce  que  cette  lunette  peut 
être  ramenée  sur  le  premier  objet  sans  être  détachée  du 
limbe,  puis  dirigée  sur  le  second  objet  sans  que  le  limbe 
gradué  acquière  aucun  mouvement,  il  s’ensuit  que  le  vernier 
de  la  lunette  marque  alors  le  double  de  l’angle  ; et  comme 
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tien  n’empéclie  de  continuer  indéfiniment  cette  opération  , 
on  a ainsi  1,2,3,  4,...  fois  l’angle  horizontal  cherché. 

Les  théodolites  répétiteurs  exigent  plusieurs  -vérifications 
préalables  que  nous  avons  indiquées  dans  notre  Traité  de 
Géodésie. 

A la  rigueur,  les  angles  horizontaux  ou  ceux  observés 
entre  les  objets  terrestres  auraient  besoin  d’une  petite  cor- 
rection due  à Y excentricité  de  la  lunette  inférieure  du  cercle 
répétiteur;  mais  il  est  rare  que  l’on  soit  obligé  d’en  tenir 
compte , meme  dans  les  opérations  les  plus  délicates  de  la 
Géodésie.  11  est  cependant  des  réductions  indispensables 
qu’il  importe  de  faire  connaître  : c’est  ce  que  l’on  va  voir 
dans  les  deux  chapitres  suivans. 
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CHAPITRE  II. 

De  la  réduction  des  angles  au  centre  de  Ut 
station. 


"1 


'MS? 


’ Centres  visibles  et  accessibles. 
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io.  Lorsqu’on  1ère  la  carte  d’un  pays,  on  n’est  pas 
toujours  le  maître  de  placer  à son  gré  des  signaux  com- 
modes pour  l’observation  , tels  que  ceux  qui  sont  formés  de 
pyramides  creuses , ou  d’un  assemblage  de  longues  fdes  de 
bois  garnies  de  feuillages,  et  disposées  en  forme  de  cènes 
alongés,  de  manière  que  l’intérieur  soit  entièrement  libre;  il 
faut  souvent , au  contraire,  profiter  des  clocliers  , des  tours  , ■ 
ou  d’autres  objets  élevés  qui  peuvent  être  considérés  comme 
les  sommets  des  angles  des  triangles  du  réseau  : de  là  la  fré- 
quente nécessité  d’observer  à quelque  distance  de  l’axe  du 
signal,  ou  de  placer  le  cercle  au-dessus  ou  au-dessous  du 
point  de  mire.  Mais  comme  dans  les  petites  opérations 
géodésiques  on  emploie  presque  toujours ^tour  signaux  de 
longues  perches  bien  droites  fichées  en  terr^  m les  été 
pour  pouvoir  y placer  le  centre  de  l’instrument , et  on  les 
replace  ensuite  s’il  est.  nécessaire.  Voici  la  méthode  que  l’on 
emploie  dans  le  cas  contraire,  et  lorsque  le  centre  de  la 
station  est  visible  et  accessible. 

[Fig.  3.3  Soit  C le  centre  de  la  station,  et  O celui  de 
l’instrument  ou  le  sommet  de  l’angle  observé  AOB.  On 


Digitized  by  GSfegl 


LEVÉ  DES  PLANS.  |<J 

demande  la  valeur  de  l’angle  ACB  , qui  est  la  réduction  du 
premier. 

Faisons  les  données  . • 

AOB  = O , BOC  —y,  CO  s=  >•,  BC=G,  AC  = D,  * 
et  l’angle  inconnu  ACB  = C. 

Puisque  l’angle  extérieur  d’un  triangle  est  égal  à la 
somme  des  "deux  intérieurs  opposés,  on  a,  par  rapport  au 
triangle  1AO, 

AIB  = O-f  IAO; 
et  par  rapport  au  triangle  BIC  , 

AIB  = C + CBO; 

égalant  ces  deux  valeurs , on  obtient  * 

C =.  O -f-  IAO  -jr  CBO. 

D’un  autre  côté,  on  a 

sin  CAO  =:.,.î".Cg±J')>  sin  CBO=r-^- 

mais  les  angles  CAO,  CBO  étant  toujours  fort  petits,  leurs 
arcs  peuvent  être  pris  pour  leurs  sinus;  donc 

q = y , r s'n  (O  >'  sin  y 

~r  D G 

Au  moyen  de  cette  formule,  la  réduction  C — O serait 
donnée  par  un  arc  exprimé  en  parties  du  rayon  pris  pour 
unité;  pour  l’avoir  en  secondes,  il  est  donc  nécessaire  de 
multiplier  cet  arc  par  R",  c’est-à-dire,  par  le  nombre  de 
secondes  contenues  dans  un  autre  arc  du  même  cercle  égal 
au  rayon;  ainsi  on  a 


Q q _ R"r  sin  (O  -f -y  ) R'Vsin^ 

D G 


(0 


Selon  que  l’on  fait  usage  de  l’ancienne  ou  de  la  nouvelle 

division  de  la  circonrérence,  R"  = 206264 '',8,  ou 

2..  . 
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B'  =:  6366m" ,8.  On  a même  à 1res  peu  près  R*  = — - — * : 

sin  i 

pour  s’en  convaincre,  il  suffit  de  remarquer  que  le  sinus, 
d’une  seconde  , vu  sa  petitesse,  pouvant  être  pris  pour  Tare 

même,  on  a sensiblement -r^ — ^ = — - — r. ; mais 

sin  i arc  i 

'j  i i 

= R"  exactement:  donc  R'’  — — Ti- 
are i sin  ï . 

L’usage  (le  la  formule  précédente  ne  peut  être  embarras- 
sant dans  aucun  cas,  pourvu  qu’on  ait  égard  aux  signes 
de  sin  (O  -j-y  ) et  de  sin  y-,  ainsi  le  premier  terme  de 
la  correction  sera  positif  si  l’angle  O -f-  y est  compris 
entre  o et  20of>r,  et  il  deviendra  négatif  s’il  surpasse  200?r. 
Le  contraire  aura  lieu  dans  les  mêmes  circonstances , pour 
le  second  terme  qui  dépend  de  Y angle  de  direction  y 

II  est  remarquable  quéjftl  est  la  distance  à l’objet  de  droite , 
et  G la  distance  à l’objet  de  gauche.  Quant  à l’angle  y , c’est 
toujours  celui  sous  lequel  paraissent  le  centre  de  la  station 
et  l’objet  de  gauche;  ainsi,  quand  on  a mesuré  l’angle  AOB, 
et  que  la  graduation  est  numérotée  de  gauche  à droite , 
comme  sur  tous  les  cercles  français , la  lunette  supérieure  est 
dirigée  sur  l’objet  à gauche  B,  et  l’inférieure  sur  l’objet  à 
droite  A;  alors  celle-ci  restant  fixée  sur  A,  si  l’on  fait 
mouvoir  la  lunette  supérieure  de  droite  à gauche,  jusqu’à 
ce  qüè  son  axe  réponde  au  point  C , l’arc  qu’elle  aura  par- 
couru sur  le  limbe  sera  la  mesure  de  l’angle  y,  qui  doit  tou- 
jours se  compter  suivant  l'ordre  des  divisions  de  l’instru- 
ment, et  dont  la  valeur  peut  aller  depuis  o jusqu’à  4°oïr- 
Get  angle  ne  devant  pas  être  mesuré  avec  une  très  grande 
précision,  l’on  dirige  seulement  le  mieux  possible  sur  le 
centre  C la  lunette  supérieure  rendue  libre,  en  fixant  deux 
points  marqués  sur  le  haut  du  tube , l’un  près  de  l’oculaire , 
l’autre  près  de  l’objectif.  Quant  à la  distance  r,  elle  doit  être 
mesurée  avec  exactitude,  et  à l’aide  d’un  cordeau. 

Si  plusieurs  angles  consécutifs  0,0',  O",  O",  etc. , étaient 


T 


AJ, 
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situés  dans  un  meme  plan,  oblique  à l’horizon  si  l’on  veut, 
on  les  réduirait  tous  au  centre  C,  à l’aide  d’un  seul  angle 
de  direction  y , et  de  la  distance  au  centre  r;  alors,  par 
rapport  à l’angle  O',  l’angle  de  direction  serait 

, „ , y'—y-r  O; 

par  rapport  a O , ' 

y"=y  +0’  = y +0  + 0'; 

par  rapport  à O®, 

/ = / + ()*^+ü  + 0'  + 0*; 

et  ainsi  de  suite. 

Donnons  maintenant  un  exemple  du  calcul  de  la  réduc- 
tion au  centre,  et  mettons  l’équation  (i)  sous  cette  forme  : 
r — Rg  /sinÇO+.y)  sin y 
\ D G 

en  faisant  « = G — U. 

Soit  l’angle  observé  O = , 4^* 

l’angle  de  direction  y = 294,1 

la  distance  au  centre  r = 3”’,257  • + ’’?AV 

la  distance  à l’objet  de  droite  D = 17528”’ 
la  distance  à l’objet  de  gauche  G — 2o345 

Ces  deux  dernières  distances  se  calculent  par  approxima- 
tion; c’est  ce  que  nous  verrons  bientôt. 
i*r  terme  de  la  correction, 
log  R'  5,8o388 
log  r 0,51282 


2*  terme. 


+ 6,31670 
log  sin  (O  +iy)  — 9,89310 


— 6,31670 
log  sin  y — 9,99807 


comp.  log  D 5,76627  comp.log  G 5,69154 
— 92", 483  — 1 ,9660  7 +101  ",465  + a,oo63i 
Première  partie  — 92  ,483 
Réduction  1 = + 8 ,982 

Angle  observé  O = 48^,7560 , * 

Angle  réduit  au  centre  C = 4®  ,7568 ,98a 
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Pour  déterminer  le  signe  de  chaque  résultat  partiel , il 
faut  avoir  égard  à la  règle  des  signes  employée  dans  la 
multiplication;  ainsi  quand  les  facteurs  négatifs  sont  en 
nombre  impair,  le  produit  doit  être  affecté  du  signe  né- 
gatif : c’est  le  contraire  lorsque  les  facteurs  négatifs  sont  en 
nombre  pair. 

Centres  invisibles  des  tours  à bases  circulaires. 

: • 

il.  [Fig  4-3  H arrive  souvent  que  les  centres  des  clo- 
chers, des  tours,  etc.,  au-dedans  ou  au-dehors  desquels  on 
observe,  sont  invisibles.  Voici  les  moyens  les  plus  simples 
pour  lever  cet  obstacle. 

* Si  l’on  est  placé  en  O extérieurement  à la  tour  circu- 
laire TzT',  on  mènera  les  tangentes  OT,  OT'  sur  lesquelles 
on  prendra  deux  distances  égales  et  arbitraires  Ox , O.r', 
de  manière  cependant  que  la  ligne  xx'  soit  le  plus  près  pos- 

• sible  de  la  tour  dont  C est  le  centre  : on  fera  mx  — mx' , et 
Ont  sera  évidemment  dans  la  direction  de  ce  centre.  On 
observera  alors  l’angle  COB  = y ',  et  à la  distance  Oz,  on 

, ajoutera  le  rayon  Cz  pour  avoir  CO  = r. 

S’il  était  impossible  de  mesurer  le  rayon  ou  la  circonfé- 
rence du  cercle  TzT',  on  mesurerait  l’une  des  tangentes  , 
OT,  par  exemple , et  l’on  aurait 


Oz  = 


OT 
Oz/  ’ 


puisque  toute  tangente  au  cercle  est  moyenne  proportion- 
nelle entre  la  sécante  entière  et  sa  partie  extérieure.  Le 
reste  de  l’opération  n’a  maintenant  aucune  difficulté. 

*11  est  à propos  de  remarquer  que  l’on  peut  avoir  encore 
l’angle  y»  sans  connaître  la  direction  de  la  sécante  Oz';  car 

on  a COB  = *t~  ; ainsi  l’on  fera  coïncider  d’a- 

bord  l’axe  de  la  lunette  supérieure  avec  la  tangente  OT, 
ensuite  avec  la  tangente  OT,  et  l’on  tiendra  compte  chaque 
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fois  du  nombre  tle  grades  marqué  par  cette  lunette,  qui % 
doit  toujours  marcher  de  droite  à gauche. 

Lorsqu’on  sera  placé  dans  l’intérieur  d’une  tour  circu- 
laire, on  fera  en  sorte  de  placer  le  ceutre  de  l’instrument 
sur  le  milieu  de  la  corde  qui  passe  par  ce  point,  et  la  per- 
pendiculaire à cette  corde  sera  la  direction  du  centre  de  la 
tour.  Alors  en  mesurant  cette  même  corde  et  la  flèche  de 
l’arc  qu’elle  soutend,  il  sera  aisé  de  déterminer  la  distance 
au  centre  par  la  proposition  23  du  Livre  III  de  la  Géométrie 
de  M.  Legendre. 

Centres  invisibles  des  tours  à bases  polygonales. 

12.  ^ Fig.  S.J  Si  l’on  était  en  dehors  de  la  tour  rectangu- 
laire DD',  en  O par  exemple,  et  que  de  ce  point  l’on  pût 
voir  les  extrémités  de  l’une  dcsdiagonalcs  DD',  dd' , on  aurait 
l’angle  de  direction  COB  =y , par  la  méthode  suivante. 

On  mènera  une  droite  parallèle  à DD',  en  partageant  en 
parties  proportionnelles  les  côtés  OD  ,OD'  du  triangleODD', 
et  le  milieu  de  cette  parallèle  sera  sur  la  direction  OC. 

Autrement , on  mesurera  exactement  la  droite  O p per- 
pendiculaire à dD',  ainsi  que  la  partie  pm  comprise  entre  Op 
et  la  perpendiculaire  Cm  imaginée  abaissée  du  centre  de  la 
tour  sur  le  côté  </D.  Comme  Cm  est  censé  connu,  on  aura 
mq  par  la  proportion 

Cm  -f-  Op  ; pm  ; : Cm  ; mq  ; 

ainsi  la  droite  qO , dont  la  direction  est  maintenant  déter- 
minée, passera  nécessairement  par  le  centre  C;  on  mesu- 
rera donc  qO , et  l’on  aura 

Cq  — \/  Cm  + nu[\ 
et  enfin,  0 

r — qO  + qC. 

Ainsi , les  deux  élémens  de  la  réduction  dé  l’angle  observé 
eu  O seront  connus.  ' • . 
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Il  est  -visible  que  ce  dernier  procédé  est  général  pour  tous 
les  polygones  réguliers,  soit  que  l’on  observe  dans  l’intérieur, 
soit  que  l’on  observe  au-dehors;  toute  la  difficulté  consiste, 
lorsque  le  centre  est  inaccessible,  à déterminer  l’apothème 
Cm  du  polygone  qui  l’entoure,  et  c’est  ce  que  la  Géométrie 
enseigne,  * 

Cependant  s’il  arrivait  que  l’on  ne  pût  mener  la  perpen- 
diculaire O p , on  tirerait  la  droite  O m,  et  l’on  éleverait  à 
D/>  une  perpendiculaire  vers  le  milieu  de  pm.  La  partie  de 
cette  perpendiculaire  interceptée  dans  le  triangle  CO/»  sera 
facile  à déterminer  par  la  théorie  des  lignes  proportion- 
nelles ; on  aura  donc  la  direction  du  rayon  OC,  et  ce  moyen 
est  aussi  général  que  le  précédent. 

Il  est  évident  que  tout  ce  qui  vient  d’être  dit  relativement 
aux  tours  rondes  ou  polygonales,  s’applique  mot  pour  mot 
aux  poutres  verticales  qui  peuvent  embarrasser  le  centre  de 
la  station. 

Quand  le  signal  sur  lequel  on  dirige  un  rayon  visuel  a , 
par  exemple,  la  forme  d’un  parallélépipède,  et  qu’il  pré- 
sente obliquement  à ce  rayon  une  de  ses  faces  éclairées,  il 
en  résulte  qu’un  des  côtés  de  l’angle  observé , passant  par  le 
milieu  de  la  face  dont  il  s’agit,  s’éloigne  un  peu  du  centre 


tl u signal;  par  conséquent 


cet  angle 


a besoin  d’une  très 


petite  correction.  Mais  le  plus  souvent  l’on  ne  tient  aucuu 
compte  de  cette  correction , due  à ce  qu’on  appelle  la  phase 
du  signal',  parce  qu’on  l’évite  en  pointant  sur  le  milieu 
même  de  ce  corps,  si  on  voit  tant  la  partie  éclairée  que 
•celle  qui  est  dans  l’ombre. 

i3.  La  réduction  au  centre  de  la  station  exigeant  la  con- 
naissance approchée  des  distances  entre  les  signaux , on 
résout  d’abord  les  triangles  comme  si  les  observations  avaient 
été  faites  aux  cen^pes  memes  des  stations. 

[ Fig.  8.]  En  supposant,  par  exemple,  que  dans  le  ré- 
seau trigonomé trique  ABCDE.....  le  côté  AB  soit  donné  par- 
un  levé  fait  antérieurement  à celui-ci , ou  qu’il  ait  été 
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réellement  mesuré  ; on  résoudra  le  premier  triangle  à l’aide 
de  ces  «leux  proportions  : 

sin  C : sin  A ::  AB  : BC  1 
sin  C : sin  B “ AB  : AC  J 

On  passera  ensuite  à la  résolution.du  deuxieme  triangle 
BCD , dans  lequel  le  côté  BC  calculé  sera  pris  pour  base , et 
l’on  procéddta  de  même  de  proche  en  proche , jusqu’au  der- 
nier triangle'l'Gft  ; mais  dans  ce  calcul  préliminaire,  il 
suffit  d’employer  Jes  logarithmes  des  côtés  avec  cinq  déci- 
males au  plus. 

On  évite  tout  calcul  en  mesurant  les  distances  avec  l’é- 
chelle meme  du  canevas  trigonométrique,  construit  comme 
si  les  angles  observés  n’avaient  besoin  d’éprouver  aucune 
réduction. 
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CHAPITRE  III. 

« 

De  la  réduction,  des  angles  à l’horizon. 


» - 

« % 


«4-  Les  angles  réduits  au  ceïitre  de  la  station  se  réduisent 
ensuite  à l’horizon,  quand  les  angles  de  position  ne  sont 
pas  situés  dans  le  plan  de  l’observateur  ; parce  que  comme 
dans  le  système  de  projection  adopté  pour  représenter  les 
positions  respectives  des  objets,  on  ne  considère  que  les 
distances  horizontales  , il  est  nécessaire,  pour  calculer  sous 
* ce  point  de  vue  les  côtés  des  triangles,  de  réduire  leurs- 
angles  dans  le  plan  même  de  ces  distances. 

[Fig.  6 ] Soit  z le  zénit  de  l’observateur  qui,  du  point  C, 
a observé  l’angle  BCA  incliné  à l’horizon  B' CA'  ; cet  angle 
aura  pour  réduction  on  projection  horizontale  l’angle  B' CA' 
formé  par  les  plans  verticaux  ACA',  BCB',  dans  lesquels 
sont  situés  respectivement  les  signaux  A,  B. 

. Mais  l’angle  B'CA'  est  le  même  que  l’angle  sphérique  z 
du  triangle  zab  formé  par  trois  arcs  de  grands  cercles , dont 
l’un  za  est  la  distance  au  zénit  de  l’objet  A;  l’autre  zb,  la 
distance  au  zénit  de  l’objet  B;  et  le  troisième  ab , la  mesure 
de  l’angle  observé  BCA.  Donc  si  S~,  sont  les  distances  au 
zénit  connues  za,  zb , et  que  c soit  l’angle  BCA  au  centre  de  la 
station  , l’on  connaîtra  les  trois  côtés  du  triangle  sphérique 
abz  \ ainsi,  en  se  conformant  à la  notation  actuelle,  l’angle  c 
sera  donné  par  cette  formule,  savoir  : 


SID;  Z = 


,c±s-+y 

sin  [ 

\ 2 


sin  i sin  i* 
le  rayon  des  tables  étant  égal  à %nité. 
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En  effet,  l’angle  cherché  étant  celui  d’un  triangle  sphé- 
rique dont  on  connaît  les  trois  côtés , on  a,  n°  4 , 
cos  c = cos  a cos  b -J-  sin  a sin  b cos  C , 
cos  c — cos  a cos  b 


tV 


cosC  = 


sin  a sin  b ' 

niais  à cause  de  2 sin1  J C = 1 — cos  C , on  a , en  outre , • 

. . . _ cos  c — cos  /i  cos  b 

2 sin  i C ~ 1 ; : — • 

sin  a sin  b 

puis  réduisant  au  même  dénominateur,  il  vient  ' 

. , . „ *cos  (a — b) — cos  ‘c 

2 sin*jC= — r t — , — : 

sin  a sin  b 

en  fin  , de  ce  que  cos  (a  — b)  — cos  c :=  2 sin  j (c  -f-  ô — «) 
sin  à (a  + c — b ) , on  a 

ç sin^(6-f-c  — u)  sin  £ (ci  + c — b) 

sin  a sin  b 


sur 


• (a' 
sin  ( — 


\ . fa-\-b  -+-  c \ 

v sH — 2 — v 


sin  a sin  b ’ 

formule  qui  est  la  même  que  celle  ci-dessus,  puisque 
a = b = i’ , C — z. 

Soient , pour  application , 

c — 65sr,456o , £ = 86sr,25 , y = 85sr,4o  ; 

• . l’opération  par  les  logarithmes  sera,  en  désignant 

c + <h  -f-  y par  s , 


Log  sin  ^ | 32gr>3o3  9,6865639 

Log  sin  ^^=33  ,i53  9,6968322 


Comp.  log  sin  ch 0,0 1 02095 

Comp.  log  sin  J’' 0,0 1 1 5224 

1 

I9,4o5i28o 
Log  sin  \ z . 9,7025640 


a8 
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; 2=  33S^392  ; * — 67^,2784 ; 

ainsi , la  projection  de  l’angle  c est  de  67^,0784. 

Il  est  bien  rare  que  les  distances  au  zénit  soient  aussi 
petites  que  dans  l’exemple  ci-dessus;  et  si  elles  ne  différaient 
de  l’angle  droit  que  de  deux  ou  trois  grades  , la  formule  pré- 
cédente deviendrait  trop  pénible  à calculer , pour  avoir  avec 
* exactitude  la  projection  de  l’angle  observé;  il  vaut  mieux 
alors  chercher  la  réduction,  qui  n’est  que  de  quelques  se- 
condes. Cette  réduction  s’obtient  par  une  formule  à la- 
quelle on  parvient  de  la  manière  savante. 

Le  triangle  sphérique  zab  donnant  (n°4)>  en  se  con- 
formant à la  notation  précédente , 

COS  C — COS  £ COS  y 


CO  S Z — 

0 


sin  £ sin  Ÿ 

• • 

on  a , en  faisant  S'—  i**  — *>  iQ  — * , 

cos  c — sin  « sin  * 


cos  z 


co  s a.  co  s ts 


a?  *3 

mais  sin  « = « — sin  * = « -*■ 

«’  «* 

cos  « = l — — + . . co  s a = 1 

y 2 2 

, 4 

substituant  ces  valeurs  dans  celle  de  cos  z,  et  ne  conservant^  * 
que  les  termes  du  second  ordre,  on  a 

cos  2 - r= ri?r^)=(cosc-,“') 

soit  z = c -j-  jt;  on  a , en  supposant  x très  petit, 

cos  z — cos  (c  -f-  x ) = cos  c % — x sin  c ; 

* ■ » 

égalant  cette  valeur  à celle  de  cos  z précédente,  développée 
jusqu’aux  quantités  du  second  ordre  inclusivement,  il 
vient 


1* 
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cos*  — * sin  c=  cos  c — ««' 4- i («*  + *'*)  cos c; 


d’où  l’on  tire 


*»'  — ; («*  -f-  •*  ) cos  c 


d’ailleurs  , à cause  de 


et  de 
on  a 


cos  c = cos*  je  — sin*  j c , 

«*  = «*'  (sm*jc  + cos*  je)  • 

*•  * . 
r — (“  + «'  )*  S'T>*  je  — («  — *'  )*  cos*  je 
4 sin  j c cos  j c ’ 

et  enfin  * 

*=(^—  ) ^ngjc  — (^— ) cotje. 

Dans  cette  formule,  * -f-  »'  et  * — «’  sont  données  en 
t minutes  ou  secondes,  tandis  que  ces  quantités  doivent  ctre 
considérées  comme  des  arcs  comparés  au  rayon  R pris  pour 


unité;  mais  si  l’on  y met 


+ r r 

cc  u — a , 


~gs — > — g» — à la  place  de 

« -f-  «'  et  de  « — la  correction  x fera  elle-même  partie 
de  ce  rayon , et  en  la  multipliant  ensuite  par  R",  c’est-à-dire 
par  le  nombre  de  secondes  contenues  dans  le  rayon,  on  aura 
définitivement  - * 

• • T?  V ..  • - % - ' J»  ' 'V*  ''  J . 1 • 

*4— 


formule  que  M.  Legendre  a donnée  ( page  4a3  de  sa  Trigo- 
nométrie, 12e  édition).  En  voici  le  é&lcul, 

Supposous  que  l’angle  au  centre 


* 


3o  TJUGfiNOMKTME. 

et  qu’il  soit  compris  entre  deux  objets  dont  les  distances 
au  zénit  sont 

21  = g8pr,253o 

y—  99  »°525 

on  aura  ig,j8r,3o55...<l' — ér—  oBr,'g<)f> 

«i+j'  , ï — y , 

IOOgr ^ — =1,7472  = P>  — — = 04997  = ?V 

* 

i« r terme  positif.  2'  terme  négatif 

Comp. logR"  = 4siq6i2  *.♦  „ 4»*9®12 

log  jo*  = 8,2*886  log  q * = 7,20347 

1.  tang  î c = 9,681 11  1.  cot±  c = o,3i88g 

+ 2,1 36og  = 1 36",83  — 1,71848=  5a"  ,3  o 

— 5a  ,3o 

Réduction  x = 4“  64  ,53 
Angle  réduit 

au  centre  c = 563r,g652  ,00 
Angle  réduit 

à l’horizon  z = 56sr,g736 ,53.  . 

Nous  avons  donné  dans  le  Traité  de  Géodésie , tome  I, 
des  tables  qui  abrègent  considérablement  ce  calcul. 

j 5.  Après  avoir  réduit  au  centre  et  à l’horizon  les  trois 
angles  d’un  même  triangle,  on  les  corrige  chacun  du  tiers 
de  l’excès  de  leur  somme  sur  deux  angles  droits.  Les  angles 
moyens  qui  résultent  de  cette  opération  sont  ceux  dont  on 
fait  usage  pour  résoudre  rigoureusement  les  triangles. 

Quand  les  triangles  sont  fort  petits,  l’excès  dont  il  est 
question  se  compose  entièrement  des  erreurs  des  observa- 
tions , et  il  peut  anflfer  même  que  cet  excès  se  change  en 
déficit  ; mais  lorsque  les  distances  entre  les  objets  ont  réelle- 
ment une  courbure  sensible,  ces  triangles  sont  sphériques, 

parce  qu’ils  appartiennent  à.  la  surface  de  la  terre  consi- 

,*  •?*•*.  • • s * * ■ y ■ ' 
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tierce  comme  telle.  Alors  cet  excès  est  une  fonction  îles 
erreurs  des  observations  et  de  l’excès  de  la  somme  des 
trois  angles  d’un  triangle  sphérique  sur  deux  angles  droits. 
Cependant , par  le  beau  théorème  de  M.  Legendre , démon- 
tré page  424  de  sa  Trigonométrie  et  qui  le  sera  d’une  autre 
manière  au  n°  19  de  ce  Recueil , la  résolution  d’un  triangle 
de  cette  espèce  et  très  peu  courbe  d’ailleurs , se  ramène  à la 
résolution  d’un  triangle  rectiligne , en  suivant  la  règle  que 
nous  venons  de  prescrire. 


'4ff  'é  * 
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CHAPITRE  IV. 

De  la  détermination  des  distances  et  de  leur 
orientation. 


Mesure  des  bases. 

t 

16.  Puisque  les  triangles  dont  le  canevas  d’une  carte  est 
formé  , sont  liés  les  uns  aux  autres , il  s’ensuit , comme  nous 
l’avons  déjà  dit,  qu’il  suffit  à la  rigueur  de  connaître  ou  de 
mesurer  un  seul  de  leurs  côtés  pour  pouvoir  calculer  toutes 
les  distances  entre  les  signaux.  La  mesure  de  ce  côté  ou  de 
cette  hase  est  une  des  opérations  les  plus  délicates  et  les 
plus  importantes  de  la  Géodésie  , et  son  exactitude  doit  être 
subordonnée  à celle  de  la  mesure  des  angles.  11  est  essentiel 
qu’une  base  ne  soit  pas  trop  petite,  qu’elle  soit  établie  sur 
un  terrain  de  niveau , ou  plutôt  que  la  ligne  géodésiqtte 
qui  la  représente  soit  droite , et  que  sa  longueur  comparée 
à une  unité  de  mesure  parfaitement  connue,  soit  réduite 
à l’horizon. 

Dans  les  levés  ordinaires,  on  se  sert  de  perches  que  l’on 
met  bout  à bout  dans  la  direction  d’une  droite  tracée  avec  des 
jalons  garnis  d’ün  petit  carré  de  papier  blanc  à leur  extré- 
mité supérieure , pour  servir  de  point  de  mire.  On  a au 
moins  deux  de  ces  perches  dont  chacune  a exactement  deux 
. mètres  de  longueur,  et  dont  les  abouts  sont  revêtus  d’un 
bouton  de  fer  ou  de  cuivre.  Communément  on  les  dispose 
horizontalement  sur  des  soles  de  bois , qnand  le  terrain  est 
très* peu  incliné;  mais  si  la  base  est  établie  sur  un  terrain 
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oblique  à l’borizon  , il  est  plus  commode  de  mesurer  la 
longueur  meme  de  chacune  des  pentes  comprises  dans 
l’étendue  de  cette  hase;  et  après  avoir  estimé  leur  incli- 
naison , soit  avec  le  cercle  répétiteur , soit  par  d’autres 
moyens  que  nous  indiquerons  par  la  suite,  on  réduit  les 
mesures  à l’horizon  à l’aide  de  la  formule  suivante  : 

Soit  k la  longueur  de  la  ligne  droite  mesurée,  i son  in- 
clinaison, et  x sa  projection  horizontale;  on  aura  évidem- 
ment par  la  propriété  du  triangle  rectangle  (n°  3 ) , 

x — k cos  i. 

Mais  comme  le  plus  souvent  l’angle  i est  fort  petit,  il  est 
plus  commode  de  calculer  l’excès  de  k sur  x : alors  on  a 

k — x = k ( i — cos  i ) = 2 k sin*  î i. 

Ainsi,  la  quantité  qu’il  faut  ôter  de  la  longueur  mesurée 
(jour  la  réduire  à l’horizon,  est  égale  à deux  fois  cette  lon- 
gueur multipliée  par  le  carré  du  sinus  de  la  moitié  de 
l’angle  d’inclinaison. 

11  importe  de  mesurer  deux  fois  la  même  hase  et  de 
prendre  pour  véritable  ligne  géodésique  la  moyenne  entre 
les  deux  longueurs  obtenues,  quand  leur  différence  tombe 
dans  les  limites  des  erreurs  possibles  des  mesures;  et  si  l’on 
vise  à une  grande  précision , il  est  essentiel  de  mesurer  une 
base  de  vérification  loin  de  la  première,  afin  de  s’assurer  si 
les  résultats  fournis  par  les  calculs  des  triangles  s’accordent 
avec  ceux  qui  dérivent  de  mesures  prises  sur  le  terrain. 

Pour  des  plans  de  petits  domaines , il  est  assez  exact  de 
mesurer  les  lignes  principales  d’opérations  avec  une  chaîne 
de  5 ou  de  io  mètres  ; mais  avant  de  s’eu  servir , il  faut  la 
vérifier  sur  un  étalon,  et  lui  donner  environ  3 centimètres 
déplus  que  io  mètres,  vu  qu’il  est  impossible  de  la  tendre 
rigoureusement  en  ligue  droite;  d’ailleurs  on  risquerait,  en 
voulant  atteindre  cette  limite,  d’en  rompre  les  anneaux. 

Ces  lignes  d’opérations  se  mesurent  aussi  avec  assez  d’exae- 
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titudeet  avec  la  plus  grande  facilité,  a 1 aide  d un  instra-' 
ment  auquel  on  a donné  récemment  le  nom  de  stadia.  Ge st 
tout  simplement  une  règle  en  bois  peinte  en  blanc  et  divisée 
en  parties  égales  par  des  traits  et  des  points  noirs  très  sen- 
sibles, qu’on  dispose  verticalement  à l’une  des  extrémités 
d’une  distance  à mesurer,  et  que  l’on  regarde  de  l’autre 
extrémité  avec  une  lunette  armée  à son  foyer  de  deux 
fils  horizontaux , afin  de  voir  combien  il  y a de  parties  égales 
de  la  règle  comprises  entre  ces  fils.  En  effet,  le  nombre 
de  ces  parties  croissant  proportionnellement  aux  distances 
de  la  stadia  à la  lunette  , il  suffit  de  connaître  combien  il 
y a de  parties  interceptées  entre  les  fils  dont  il  s’agit  a une 
distance  donnée , pour  savoir  combien  il  y aurait  de  ces 
mêmes  parties  à toute  autre  distance,  et  réciproquement. 

I^es  moyens  que  nous  venons  d’indiquer  pour  mesurer  les 
Ixises  ; seraient  insuffisans  dans  les  grandes  opérations  géo- 
désiques , où  il  est  surtout  nécessaire  d’avoir  égard  à la 
dilatation  des  perches  due  à l’action  de  la  chaleur.  Ceux  qui 
voudront  connaître  les  meilleurs  procédés  à employer  en 
pareille  circonstance,  les  trouveront  développés  dans  le 
grand  ouvrage  deDelambre,  déjà  cité,  et  dans  notre  Traité 
de  Géodésie  j tome  I. 

i Voici  maintenant  comment  on  réduit  une  longue  base 

au  niveau  de  la  mer.  ’ • 

[Fi-  'j  ] Soit  p le  rayon  de  la  terre  réputée  spher.que 

pour  le  niveau  de  la  mer  ; f + h le  rayon  pour  le  solde  la 
base  AMB,  supposé  de  niveau;  h sera  l’élévation  A a du  sol 
au-dessus  de  la  surface  des  eaux.  Soit  de  plus  B la  base  me- 
surée AMJ1,  et  b la  base  réduite  amb. 

Cela  posé,  puisque  les  arcs  semblables  sont  entre  eux 

comme  leurs  rayons,  on  aura 

• f + h. 

b P ’ *"  •. 

prenant  la  valeur  de  B , et  ajoutant  de  part  et  d’autre  — by 


il  viendra 


» ,*■  'V. 
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puis  développant  la  puissance  négative,  on  aura 

b-4  = 5£‘_b4+b4*--. 


Tel  est  l’excès  de  B sur  b : nous  apprendrons  dans  le  cha- 
pitre suivant  à déterminer  h. 

Tous  les  côtés  des  triangles  que  l’on  calculera  d’après  la 
hase  réduite  b , seront  des  arcs  de  grands  cercles  d’une  même  * 
sphère.  On  ne  peut  se  dispenser  de  faire  cette  réduction 
quand  on  veut  comparer  la  longueur  d’une  base  mesurée 
avec  la  longueur  que  fournit  le  calcul  des  triangles;  mais 
pour  les  levés  dont  il  s’agit  dans  le  présent  Ouvrage , cette 
réduction  est  absolument  inutile;  aussi  ne  l’avons-nous  fait 
connaître  que  pour  donner  au  lecteur  une  idée  de  ce  qui  se 
pratique  dans  la  haute  Géodésie.  • jf£  ‘ y 


Orientation  des  plans. 

m 

1 8.  Un  plan  est  orienté  lorsque  l’on  connaît  l’angle  qu’ufne 

de  ses  lignes  principales  fait  avec  le  méridien  terrestre, 
parce  q'u’alors  on  peut  assigner  la  place  que’  les  objets 
occupent  à l'égard  des  quatre  points  cardinaux.  Un  des 
moyens  faciles  d’obtenir  cet  angle , est , pendant  une  belle 
nuit,  de  diriger  la  lunette  supérieure  du  cercle  répétiteur 
sur  V étoile  polaire j après  avoir  disposé  le  limbe  verticale- 
ment , comme  pour  prendre  une  distance  au  zénit  (n°  8). 
On  laisse  cet  instrument  exactement  dans  cette  position;  et 
quand  il  fait  jour,  on  fait  mettre  un  signal  un  peu  loin  de 
l’observateur , de  manière  qu’il  se  trouve  dans  l’axe  optique 
de  la  lunette  ramenée  à l’horizon  : ensuite  on  observe  l’angle 
entre  ce  signal  et  l’un  des  objets  dont  la  position  est  connue 
sur  la  carte,  ainsi  que  celle  du  lieu  de  l’observation.  Cet 
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angle,  que  l’on  nomme  azimut, , fait  connaître  la  ilirec’- 
tion  des  côtés  des  triangles  par  rapport  à la  méridienne  ter- 
restre : le  plan  est  donc  orienté. 

L’étoile  polaire  n’étant  pas  tout-à-fait  située  au  pôle  du 
monde  ( Uranographie  de  M.  Francœur  , page  236  ) , il  con- 
fient, pour  plus  d’exactitude,  de  l’observer  au  moment 
même  où  elle  est  dans  le  méridien  : or,  on  a reconnu  que 
ce  moment  arrive  à très  peu  près  lorsque  cette  étoile  est 
dans  le  même  plan  vertical  avec  la  première  des  trois  étoiles 
de  la  queue  de  la  Grande  Ourse , la  plus  voisine  du  quadri- 
latère. Ainsi  l’on  saura,  à l’aide  d’un  fd-à-plomb,  lorsque 
cette  circonstance  aura  lieu.  Le  succès  de  cette  opération 
tient  à l’habitude  d’observer  de  nuit  les  étoiles.  Pour  les  voir 
dans  le  champ  de  la  lunette  en  même  temps  que  les  fds  du 
réticule,  il  faut  faire  éclairer  un  peu  l’objectif  pendant 
que  l’on  a l’œil  à l’oculaire.  Avec  cette  précaution,  il  est 
facile  d’amener  l’étoile  sous  le  lil  vertical. 

Les  observations  azimutales  se  font  aisément  avec  un  lxm 
théodolite  (*).  Elles  réussissent  aussi  en  observant  au  cercle 
ordinaire  une  étoile  brillante,  telle  que  Sirius,  dans  deux 
plans  verticaux  jt  à* la  même  hauteur  au-dessus  de  l’hori- 
zon ; c’est-à-dire;  avant  et  après  son  passage  au  méridien.  1 1 
est  nécessaire , dans  ce  cas , de  mettre  l’étoile  à l’intersection 
des  fds,  et  de  lire  l’arc  intercepté  entre  les  deux  directions 
observées.  La  moitié  de  cet  arc  horizontal  sera  l’azimut 
de  l’une  des  directions  dont  il  s’agit , comme  cela  est 
évident. 

La  nature  de  cet  Ouvrage  ne  comporte  pas  le  développe- 
ment des  méthodes  et  calculs  astronomiques  dont  il  est 
préférable  de  faire  usage  pour  déterminer  exactement  les 
azimuts  des  côtés  d’une  grande  chaîne  de  triangles  ; mais  l’on 
peut  consulter  sur  ce  sujet  le  Traité  de  Géodésie  , tome  II. 


(')  Les  théodolites  <t  cercles  répétiteurs  que  construit  Gambcy,  l’uu 
(le  nos  plus  habiles  miislcs  cl»  ce  genre , onl  toute  la  perfection  désirable. 
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Calculs  d*s  côtés  des  triangles. 

*9.  On  a vu  dans  les  numéros  précédens  comment , après 
avoir  recueilli  toutes  les  observations  d’angles , on  réduisait 
ces  angles  de  manière  que,  dans  chaque  triangle,  leur 
somme  valut  toujours  deux  angles  droits  \ cette  opération 
est  fondée  sur  l’application  du  théorème  de M.  Legendre, 
cité  au  n''  i5,  et  auquel  on  parvient  très  aisément  par  la 
considération  suivante. 

Supposons  qu’au  triangle  sphérique,  dont  les  données 
sont  les  deus  côtés  a , b,  et  les  deux  angles  opposés  A , B , 
corresponde  le  triangle  rectiligne  a,  b,  A',  B'j  et  que  l’on 
a 1 1 A = A — x , B'  = B — x-,  on  demande  de  déterminer  x , 

Par  la  propriété  du  triangle  rectiligne, 

a sin  (A  — x) 

b sin  ( B — x ) ’ 
mais  à Cause  de  la  série  connue, 

• a 3 ai 

sin  a = a — — etc. , 

2.3  2. 3. 4. 5 ’ 

on  a à très  peu  près,  vu  l’extrême  petitesse  de  a,  par  rap- 
port au  rayon  de  la  terre,' 

.a3  . / , n'\ 

a — sin  a —r  — sui  a l 1 -f-  -g-  1; 

par  conséquent, 


sin  a 


(i-i)  . 

\ «_/ s ni  (A — x) sin  A /i — .vcotA\ 

>’\  sin  (B  — .r)  sinB‘\i — *CotB/’ 


sin  b 0 - 1) 

D’ailleurs  le  triangle  sphérique  correspondant  donnant 
sin  « sin  A 

~z — -7  — — — t.,  ou  a,  en  simplihant  , chassant  les  deno- 
sin  b sin  B 1 

minateurs,  et  négligeant  les  quantités  du  4e  ordre, 

1 \ n’ — b1  sin  A sin  B 


_ a a—  b * / 1 \ «a  — U1 

6 \cotB — cotA/  6 


siu  ( A — B j ’ 


; •> 
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valeur  qui  est  précisément  le  tiers  de  l’aire  du  triangle 
sphérique  considéré  comine  rectiligne  ( n®  3 ).  Mais  la 
somme  des  trois  angles  du  triangle  sphérique  est  (n°  4)  • 

A + B + C = A'  + B'  + C'  + ‘ = 2Q  + t, 

i étant  l’aire  de  ce  triangle , laquelle  diflere  extrêmement 
peu  de  celle  du  triangle  rectiligne  dont  les  côtés  seraient 
a,  b , c; de  plus , à cause  der  e,  on  a 

A'  = A — j t,  B'  = B-Jf; 

partant , 

* A -J-  B C — A — ^ * 4"  ® — î £ C'  -f-  £ , 
et  enfin,  C'  = C — jt. 

Maintenant,  il  est  évident  que  si  avec  les  données  a,  c , 
A , C,  du  triangle  sphérique,  on  formait  un  second  triangle 
rectiligne  a,  c,  A — y , C — y , on  aurait  y = * j t,  ou, 
ce  qui  est  de  même , ce  second  triangle  serait  égal  au  pre- 
mier. Donc  tout  triangle  sphérique  très  peu  courbe  ré- 
pond toujours  à un  triangle  rectiligne  qui  a les  côtés  de 
même  longueur , mais  dont  les  angles  opposés  à ces  côtés 
sont  ceux  du  triangle  sphérique  j diminués  chacun  du  tiers 
de  l’excès  de  leur  somme  sur  deux  angles  droits. 

L’excès  sphérique  ( , rapporté  à une  sphère  du  rayon=  i. 


a évidemment  pour  valeur  —,  puisque  «est  l’aire  du  triangle 

proposé  sur  une  sphère  dont  le  rayon  est  rj  ainsi , en  géné- 
ral, cet  excès  est  proportionnel  à l’aire  du  triangle  auquel 
il  appartient.  Pour  l’avoir  en  secondes , il  faut  écrire 

aR" 

‘ = — ’ 

R*  étant  le  nombre  de  secondes  comprises  dans  un  arc  égal 
au  rayon. 

Lorsque  les  angles  de  chaque  triangle  ont  été  î éduits  au 
centre  et  à l’horizon , ainsi  qu’il  a été  enseigné  précédem- 
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ment,  et  qu’on  a obtenu  leurs  valeurs  moyennes on  résout 
ces  triangles  par  la  méthode  du  n°  i3  , en  Faisant  usage  de 
logarithmes  à 7 décimales.  De  cette  manière,  les  distances 
cherchées  sont  déterminées  avec  toute  l’exactitude  possible. 

Voici  le  type  de  ce  dernier  calcul  : 

Supposons  que  dans  le  triangle  ABC  [ fi  g.  8 ] la  hase  AB  , 
mesurée  et  réduite  au  niveau  de  la  mer,  soit  de  24io7n,,28, 
et  que  l’on  ait  pour  les  angles  réduits  aux  centres  des  sta- 
tions et  à l’horizon 

A = 68S>,p3346 
B = 62 , 07068 

C = 69 , 8q6i6 

•i  • _ 

Somme  = 200  , ooo3o 

Retranchant  200 


»r* 
i • 


, vt 

ï ‘ 

’f 

•‘F 


L’excès  sur  deux  angles  droits=  o , ooo3o 


X <#*-•* 

Désignant  par  A',  B',  C ces  mêmes  angles  diminués  clia- 
* * M cun  du  tiers  de  cet  excès  , on  trouve 


Vff' 


v ' '•  1 


1 vOT 

* -#« 


A'  = 68ff,o3336 
B'  ==  62 , 07058 
C'  = 69 , 89606 


Somme  =.  200.  ^ . » 

Cela  posé,  les  proportions  (1)  du  n"  i3  étant  calculées 
par  les  logarithmes , on  a 


. .4 


* Co.  log  sin  C'=  o,o5o48i  1 
*g  log  ÀB=4>382i482 

, logsin  A'  =9,942-7811 


Comp.  log  sin  C'=o,o5o48i  1 
4,3821482 

log  sin  B'=9, 91 78747 


logAC— 4,35o5o4o 
=224l3m,2. 


» log  BC  =4,3754 104 

* ’ 4 v ^ 5 4 . ; - T * 

• * Dans  la  pratique,  on  11e  saurait  trop  mettre  de  l’ordre 
dans  les  calculs  , et  chercher  tous  les  moyens  d’abréger  les 
( * "‘opérations  : c’est  dans  cette  vue  que  l’on  pourrait  disposer  , 


» * * 
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ainsi  qu’il  suit , les  données  et  les  résultats  précédons  dans 
des  tableaux  dont  les  titres  seraient  imprimés  d’avance. 


r ■ » 

•i  • 


■ 


4° 


s 


NOMS 

ANGLES  HORIZONTAUX 

LOGARITHMES 

CALCUL 
des  côtes. 

CÔTÉS 

des 

signaux. 

affectes  de 
l’erreur  de 
inobservation. 

corriges 

pour 

les  calculs. 

des  sinus 
des  angles. 

en 

mètres. 

A 

68!o33ijô 

68,o3336 

9,91*78" 

4,38?i4§a 
o,q5o48i 1 
m4»78" 

237-36,15 

B 

63,07068 

63,07058 

9>9'78747 

4.375410/, 

2341 3,20 

C 

69,89616 

69,89606 

9,9495i69 

4,4326293 

9-9'78-47 

24107, *8 

300,00 oïo 

200,00000 

4,35o5o4‘- 

a Les  mètres  qui  sont  sur  la  même  ligne  que  A expriment 
la  longueur  du  côté  opposé  à cet  angle , et  ainsi  des  autres. 

Dans  l’exemple  précédent , tiré  du  calcul  d’une  chaîne 
de  triangles  du  premier  ordre , les  angles  sont  exprimés  en 
dixièmes  de  secondes  centésimales  ; mais  il  est  inutile  de 
s’attacher  à une  si  grande  précision , tfftites  les  fois  que  1 on 
n’observe  qu’avec  des  petits  cercles  de  om,i6  de  diamètre. 
Je  n’ai  choisi  cet  exemple  qu’alin  de  montrer  comment  on 
peut  apprécier  l’erreur  des  observations;  car  les  3"d’exeès  trou- 
vées ci-dessus  n’expriment  pas  cette  erreur  seulement  (n°  i5). 
En  eflet,  on  sait  par  le  théorème  de  M.  Legendre  (n°  précé- 
xlent)  que  l’excès  sphérique  e d’un  triangle  très  peu  courbe  , 

#1\" 

évalué  en  secondes,  a pour  valeur  Si  donc  l’on  dénote 

par  A , B,  C , les  angles  du  triangle,  et  par  a , A,  c les 
côtés  qui  leur  sont  opposés,  l’aire^*  de  ce  triangle  aura 


.■ 


fi 

* 


pour  expression 


a — ôcsiu  A : 
2 


et  en  vertu  des  données 


* t 


w 

l ■ ■ 


■ 


<r 

M 


■r  • >% 
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. précédentes,  et  de  ce  que  r = 6366198'“, 

'R"' 


==  *°S  — 2 log  r = 2,1961 19, 


on  aura 


f * * 

• «4  ‘îFf* 

* lit. 

« ' 

-•,Mr 
:*v| 


•ty  4gÉC 


iog  î = 9.69697 

log  b = 4,37541 
log  c = 4,35o5o 
log.  sin  A = 9,94278 

log  « = 8,36766 
log  constant  = 2,1961?. 

log  f = 0,56378  = 3* ,66 


/ . 

► 4-  T 


Aiusi  la  somme  des  erreurs  commises  dans  la  mesure  des 
trois  angles  du  triangle  ABC  n’est  que  de  o",66. 

20.  En  Géographie  l’on  ne  considère  pas  seulement  les 
triangles  sphériques  très  peu  courbes.  Par  exemple  , s’il  s’a-  , 
gissait  de  déterminer  la  plus  courte  distance  géographique 
de  deux  lieux  quelconques  du  globe  terrestre  supposé  de  • 
l'orme  sphérique  , c’est-à-dire  l’arc  de  grand  cercle  qui 
joint  ces  deux  points,  l’on  aurait  à calculer  le  troisième 
côté  d’un  grand  triangle  sphérique  dans  lequel  on  connaî- 
trait deux  côtés  et  l’angle  compris. 

D’abord,  il  est  remarquable  qu’un  point  est  donne  de 
position  sur  la  terre  par  sa  latitude  et  sa  longitude,  ou , ce 
qui  est  de  même  , par  sa  distance  à l’équateur,  et  par  l’arc 
de  ce  grand  cercle  compris  entre  le  premier  méridien  et 
celui  du  point  que  l’on  considère.  Ainsi  les  distances  de  ; 
deux  points  à l’un  des  pôles  de  la  terre  sont  deux  côtés 
d’un  triangle  sphérique  dont  l’angle  est  égal  à la  différence 
des  méridiens  ou  des  longitudes,  et  le  troisième  côté-est  la 
distance  que  l’on  cherche. Cela  posé: 

Trouver  la  plus  courte  distance  de  Paris  au  cap  de  Buune- 
Espèrance. 

1 4. 

-,  . ù -S  • 


4 7 
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D’après  l’ Annuaire  du  Bureau  des 

Longitudes , la  latitude  de  l’Observatoire 

. 

royal  de  Paris — 

48° 

5o' 

»4". 

De  là,  distance  au  pôle  boréal c — 

4»° 

t 

9 

46". 

Latitude  australe  du  cap  de  Bonne-Es- 

0 

« • 

pérance  =33°  55'  i5";  de  là,  distance 

au  pôle  boréal b 

123° 

55' 

i5". 

Longitude  orientale  du  même  point  , 

comptée  de  Paris A — 

16" 

3' 

45”. 

Soient  donc  A le  pôle  Nord,  B Paris,  C le  cap  de  Bonne- 
Espérance;  on  aura,  ponr  résoudre  le  triangle  sphérique 
ABC,  dans  lequel  on  connaît  deux  côtés  et  l’angle  compris  , 
la  formule 

cos  a =r  cos  b cos  c + sin  b sin  c cos  A, 

% 

Opérant  par  les  logarithmes,  on  aura 

* 

' Ier  terme.  a'  terme. 

log  cos  i = 9,7466706  1 — Jogsinô  = 9,9189783  -f-  . * 

logeose  = 9,8767043  ■+■  log  sin  c = g,8i83583  -f- 

log  t,r  t.  = 9,6233749  — logeos  A — 9,9827055  . 

log  2*  tj  = 9,7200421  + * «, 

Delà, 

• • V f 

Ier  terme  = — 0,4201210  . 

2e  terme  = 4"  0,5248584  ' » 

co  s a = + o , 104736g,  log  cos  a =.  9,0200998. 

Ainsi 

a = 83°  5g'  16" ,8.  ' \ ' 

Maintenant,  pour  évaluer  l’arc  a en  myriamètres,  on  se  * 
rappellera  que  90°=  1000  myriamètres;  et  l’on  fera  cetto 
proportion  : J'.  * ^ 

90°  ; 83°  5g'  16* j8  y.  1000  ; x,  ■ , 
ou  bièn. eh  décimales  de  degré, 

ï 90°  : 83°, 988  1000  : * ; ; , r:  - 
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d’oîi  enfin 

* = g33  fz  myriamètres , comme  l'indique  X Annuaire. 

21  Au  lieu  de  former  le  canevas  d’une  carte  , ainsi  que 
le  représente  la  figure  8,  il  est  plus  simple  , lorsque  l’on  ne 
s’attache  pas  à une  rigoureuse  exactitude , de  procéder  1 c 

la  manière  suivante  : • 

[Fig.  9. ] Soient  A , ÿ,  C,D,  F,  O,  H,  K , ' * cs 
point#  fondamentaux  d’un  plan  , points  qui  sont  représen- 
tes par  des  signaux  naturels  ou  par  des  signaux  artificiels 
que  l’on  établit  convenablement  en  faisant  la  reconnais- 
sance du  pays  (n°  10).  On  dessinera  à vue  tous  les  objets 
sur  un  calepin  ou  brouillon  destiné  à contenir  les  diflerentes 
mesures  que  l’on  prendra  dans  le  cours  des  opérations  , et 
l'on  y tracera  la  base  AB  des  extrémités  de  laquelle  on 
aperçoit  la  plupart  des  points  ABC ayant  soin  toute- 

fois que  cette  hase  ne  soit  pas  trop  petite  à l’égard  de 
sa  distance  aux  points  visibles.  Ensuite  on  mesurera  au 
point  A avec  le  graphomètre  , ou  mieux  encore  avec  le 
cercle  répétiteur,  les  angles  CAB  , DAB,  H AB  , IA  , 
BAG.  Si  l’on  se  sert  du  graphometre  , il  convient  , pom 
plus  de  facil  ité  et  de  précision  , de  diriger  la  lunette  fixe 
sur  le  point-  B , et  d’amener  successivement  la  lunette 
mobile  sur  les  points  C , D , H , F \ G.  Ces  observations 
étant  faites  à la  première  station  A , on  ira  en  faire  de 
pareilles  à la  seconde  station  B ; c’est-à-dire  qu’on  relèvera 
les  angles  CBA  , DBA  , IiBA  , FBA  , GBA  : enfin  l’on  me- 
surera la  base  AB  par  l’un  des  moyens  qui  sont  expliques 
plus  haut. 

On  voit  que  de  cette  manière  on  connaîtra  dans  chacun 

des  triangles  A CB  , ADB un  côté  et  les  angles  ad  jacens; 

on  calculera  donc  facilement  les  distances  AC , CB , AD  , 

DB , à l’aide  desquelles  et  de  la  hase  AB  on  déterminera 

ensuite  , sur  le  mis-au-net  et  d’après  l’éclielle  adoptée,  les 
positions  respectives  des  points  A , C , D , Il , B , G , F,  soit 


* 
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par  la  méthode  si  connue  des  intersections , soit  par  lo 
moyen  d’un  rapporteur  (1). 

Il  reste  à placer  sur  la  carte  les  points  K,  L,  qui  n’ont 
pu  être  aperçus  du  point  A , mais  qui  peuvent  l’être  des 
points  B,  H : pour  cet  effet,  l’on  considérera  la  distance  BH 
comme  une  nouvelle  base  qui  servira  pour  lier  ces  nou-, 
veaux  points  au  premier  système,  en  observant  les  angles 
KI1B,  LIIB,  KB11 , LBI1  ; parce  que  l’on  connaîtra  de  même 
dans  les  triangles  KIIB,  LHB,  deux  angles  et  un  côté.  11 
est  évident  qu’il  n’est  pas  nécessaire  de  mesurer  la  distance 
BH , puisqu’elle  est  donnée  par  la  résolution  du  triangle  AHB. 


Calcul  des  distant-  s à lu  méridienne  et  à sa  perpendiculaire , 
et  usage  de  ces  lignes  pour  former  le  canevas  des  opéra- 
tions de  détail. 


11.  Les  deux  méthodes  que  nous  avons  indiquées  ci- 
dessus  pour  former  le  mis-au-net  du  canevas  d’une  carte, 
ne  sont  pas  celles  qui  procurent  la  plus  grande  exactitude."' 
possible;  parce  que  si  la  position  d’un  point  dépend  essen-  « 
tiellement  de  celle  des  autres  points  déjà  placés,  il  arrive 
qu’une  erreur  commise  dans  la  détermination  graphique  de 
l’un  d’eux  inlluc  sur  la  position  de  tous,  les -autres  points 
subséquens.  Mais  en  les  fixant  à l’aide  de  leurs  distances  à 
deux  droites  fixes,  par  exemple , à la  méridienne  du  lieu 
“principal  de  la  carte  et  à sa  perpendiculaire , on  rend  uu- 


(*)  Le  rapporteur  est  un  dcmi-ccrdc  île  cuivre  ou  de  corne,  divise 
en  180  degrés  où  en  200  grades,  et  quelquefois  en  demi-grades , s’il  est 
d’un  grand  diamètre  : on  en  fait  un  fréquent  usage  pour  rapporter  sur" 
le  papier  les  angles  mesurés  sur  le  terrain.  Ou  s’en  sert  aussi  pour  me-* 
surer  un  angle  sur  le  papier , et  voici  comment  on  procède  à ce  sujet. 
On  place  le  centre  de  cet  instrument  au  sommet  de  l’angle  à mesurer, 
ét  l’on  fait  coïncider  son  diamètre  avec  un  des  côtés  de  cet  angle  ; alors 
le  nombre  de  grades  contenus  dahs  l’are  compris  entre  les  deux  côtes 
est  la  mesute  tic  ce  même  angle.  • - . ^ 


. -a»-  ; 
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tant  qu’il  est  possible  leurs  positions  indépendantes  les  unes 
des  autres.  Cette  méthode  exige  alors  que  l’on  calcule  les 
distances  dont  il  s’agit , au  moyen  des  • ri  angles  et  de  l’azi- 
mut observés. 

[Fig.  io.  ] Pour  fixer  les  idées  à ce  sujet,  soient  AX  la 
méridienne  du  lieu  A,  et  AY  sa  perpendiculaire;  et  suppo- 
sons que  les  triangles  AMM',  AmM',  etc. . . fassent  partie 
d’uu  réseau  trigonométrique  : on  demande  les  coordonnées 
des  points  m , RI , M',  etc.. . , c’est-à-dire,  le*  distances 
A p , pm  ; AP,  PM;  AJy,  PM',  etc...  Si  l’angle  m AP  est 
l’azimut  observé  (n°  18),  il  est  clair  que  tous  les  triangles 
seront  orientés , et  que  l’on  connaîtra  très  aisément  les 
autres  azimuts  MAP,  M'AP',  puisque  les  angles  MAM', 
M*A«  sont  connus.  Ainsi  en  menant , par  les  sommets  de 
tous  les  triangles  delà  chaîne,  des  parallèles  à la  méridienne 
et  à sa  perpendiculaire,  comme  on  le  voit  à l’inspection  de 
la  ligfn-e,  et  comme  si  la  surface  de  la  terre  était  plane,  les 
côtés  de  ces  triangles  seront  les  hypolénusesde  triangles  rec- 
tangles que  l’on  pourra  résoudre  par  le  principe  de  l’art.  4a 
de  la  Trigonométrie  de  M.  Legeudre,  ou  de  la  meme  ma- 
nière qu’au  n°  l5. 

Par  exemple,  la  résolution  des  triangles  rectangles  AP3Ï, 
AP'M'  donnera  les  valeurs  descoordounécsdespointsM,M'; 
la  résolution  du  triangle  M'Al"è  fera  de  même  connaître  les 
distances  6M",  ôM',  et  comme  les  coordonnées  du  point  M * 
sont  AP",  P"M",  on  aura 

AP'  = AP'-f  ÔM',  P"M"  ==  P'M'  — 6M". 

Pareillement  lorsqu’on  aura  calculé  les  distances  rfM",  dM*, 
on  aura  AP"  = AP"  -f  rfM",  P"M"  — P"M"  -j-  dM“,  et 
ainsi  du  reste. 

Lorsqu’on  dresse  un  tableau  de  toutes  ces  distances,  on  a 
soin  d’indiquer  le  sens  dans  lequel  elles  doivent  être  prises; 
et  à cet  égard,  on  peut  adopter  la  convention  établie  dans- 
la  théorie  des  courbes,  relativement  aux  signes. 


h 
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Ç’est  île  celte  manière  que  Cassini , pour  former  la  carte 
duroyaume , calcula  lesdislances  des  sommets  de  scs  triangles 
à la  méridienne  de  l’Observatoire  de  Paris  et  à sa  perpendi- 
culaire. On  trouvera  à ce  sujet,  dans  le  Traité  de  Géodésie, 
2'  édition,  une  méthode  plus  rigoureuse,  ainsi  que  des  for- 
mules propres  à faire  connaître  les  latitudes  et  les  longi- 
tudes de  tous  les  lieux  remarquables  d’une  contrée,  qui  se- 
raient liés  entre  eux  par  un  réseau  de  triangles. 

11  est  donc  très  facile  d’établir , au  moyen  de  ces  coordon- 
nées rectangles,  le  canevas  des  opérations  de  détail.  On 
divise  ce  cançvas  en  plusieurs  rectangles  égaux,  compre- 
nant chacun  deux  ou  trois  points  trigonométriques , afin  de 
pouvoir  y lier  les  levés  partiels  et  les  coordonner  entre  eux. 
Le  canevas  de  la  carte,  qui  ne  se  compose  que  de  triangles, 
est  ordinairement  construit  à une  très  petite  échelle  ; mais 
les  feuilles  destinées  aux  levés  topographiques , et»  sur  les- 
quelles les  rectangles  dont  il  s’agit  ont  été  tracés , sont*àssu- 
jetties  à une  échelle  beaucoup  plus  grande,  afin  que  les 
objets  les  plus  minutieux  puissent  y être  exprimés  nettement 
et  sans  confusion. 

Les  ingénieurs-géographesmilitairesdonnent  constamment' 
aux  feuilles-minutes  d’une  carte  et  aux  feuilles  de  gravure  , 
huit  décimètres  de  longueur  sur  cinq  décimètres  de  hauteur, 
non  compris  les  marges;  ce  qui  procure  un  format  agréable 
et  commode;  mais  le  mode  de  projection  adopté  pour  la 
nouvelle  carte  de  France , n’est  pas  précisément  celui  dont 
il  vient  d’être  question.  Voici  en  peu  de  mots  en  quoi  il 
consiste. 

On  sait  qu’en  Géographie , la  distance  d’un  point  à l’équa- 
teur , mesurée  sur  un  méridien , ou  sa  latitude , et  sa  di- 
stance à un  méridien  fixe , mesurée  sur  son  parallèle , ou  sa 
longitude,  en  font  toujours  reconnaître  la  position.  Pour 
représenter  ces  distances  sur  un  plan,  l’on  est  convenu, 
relativement  à la  nouvelle  carte  de  France , de  déve- 
lopper en  ligne  droite  le  méridien  de  Paris  et  tous  les 
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parallèles,  suivant  des  cercles  concentriques  ayant  leur 
centre  commun  sur  ce  méridien,  à une  distance  du  point 
dont  la  latitude  est  de  5o  grades  ou  4 5 degrés , égale  au 
rayon  même  de  la  terre.  Il  résulte  de  là  que  les  parties  de 
ces  parallèles  conservent  exactement , comme  celles  du  mé- 
ridien principal,  les  rapports  qu’elles  ont  entre  elles  sur  le 
Globe,  A l’exception  du  méridien  de  Paris,  pris  pour  axe 
des  x , tous  les  autres  méridiens  sont  donc  des  courbes  con- 
vergentes vers  un  même  point  de  cet  axe. 

Quand  les  méridiens  et  les  parallèles  sont  tracés  sur  une 
carte,  on  y fixe  les  principaux  points  au  moyen  de  leur  lati- 
tude et  de  leur  longitude;  mais  faute  de  ces  courbes,  on  fait 
usage  des  coordonnées  rectilignes  rectangles  de  ces  mêmes 
points,  calculées  d’après  des  formules  que  nous  ne  pouvons 
rapporter  ici,  mais  que  nous  avons  publiées  dans  le  Traité 
de  Topographie , a'  édition,  et  simplifiées  dans  un  Mémoire 
qui  a pour  titre  : Instruction  sur  l’usage  des  Tables  de 
projection  adoptées  pour  la  construction  du  canevas  de  la 
nouvelle  carte  topographique  de  la  France.  (Paris,  1821  , 
au  Dépôt  de  la  guerre.  ) 
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24-  La  triangulation  d’une  carte  topographique  faite 
ainsi  qu’il  a été  expliqué  clans  les  chapitres  précédens  , 
fournit  tous  les  éléraens  nécessaires  pour  calculer  les  diffé- 
rences de  niveau  des  stations.  Voici  comment  : 

£ Fig.  1 2.  ] Soient  A et  B deux  des  stations  où  l’on  a 
observé  les  distances  réciproques  au  zénit,  c’est-à-dire, 
les  angles  Z AB  = <5%  VBA  = i'1 , formés  par  les  verticales 
CZ  , CV,  et  par  la  droite  AB.  Si , par  le  point  A , on  mène 
une  corde  AD  parallèle  à la  corde  terrestre  ad,  les  points  A, 
D seront  de  niveau  entre  eux , et  BD  sera  la  hauteur  du 
point  B au-dessus  du  point  A.  La  résolution  des  triangles 
a fait  connaître  l’arc  AD , lequel , vu  sa  petitesse , peut 
être  pris  pour  sa  corde.  Ainsi,  dans  le  triangle  ABD,  où 
nous  ferons , angle  BAD  = u , angle  BDA  = u , et  corde 
AD  = K,  on  a , à cause  de  ZAD=VDA , 


<5"4-  u = i'r  — u —u'", 


d’où  . 


De  plus , ce  même  triangle  donnant 

sin  $'  : K ” sin  u ; BD , 

on  a BD  , ou 

g K sin  u R sin  î — «J1) 


sin  & 

mais  il  est  évident  que 

? 


sin  <r 


y—i'  y+* 

O ' o ’ 


et  qu’en  désignant  par  iQ  le  quadrant,  le  triangle  recti- 
ligne ABC  fournit  cette  relation 

#+*  - Q 


partant , 


et 


-P 


2 1 2 
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leur  surface  libre  fait  partie  de  celle  d’une  tplière  dont  le 
centre  est  celui  de  la  terre.  Cependant , vu  l’immense  gran- 
deur de  son  rayon,  la  surface  des  eaux  circonscrites  £ms 
un  très  petit  espace  peut  être  considérée  comme  plane  ou 
horizontale.  Les  perpendiculaires  à cette  surface  sont  donc 
censées  parallèles.  Ce  sont,  comme  l’on  sait,  ces  perpendi- 
culaires que  l’on  nomme  verticales. 

Une  ligne  horizontale  ou  perpendiculaire  au  fil-à-plomb 
est  une  ligne  de  niveau,  apparent , parce  qu’il  semble  en 
effet  que  tous  les  points  de  cette  droite  soient  de  niveau 
entre  eux  , quoique  cela  n’ait  pas  lieu. 

Toute  ligne  courbe  tracée  sur  la  surface  de  la  terre  sup- 
posée sphérique,  est  dite  une  ligne  de  niveau  vrai  : tel  est , 
par  exemple  [fig.  1 1]  , l’arc  terrestre  AD. 

Si  au  point  A l’on  conçoit  une  tangente  à l’arc  AD , la 
partie  BD  de  la  sécante  BC  sera  la  différence  de  niveau  des 
deux  points  A,  B,  ou  la  hauteur  du  niveau  apparent  AB 
au-dessus  du  niveau  vrai  AD.  Ainsi  les  -eaux  d’un  canal 
dont  le  fond  serait  horizontal  et  représenté  par  AB , cou- 
leraient de  B vers  A , jusqu’à  ce  qu’elles  fussent  de  niveau 
autour  de  ce  dernier  point. 

Tl  est  important , dans  la  pratiqué  du  nivellement , d’é- 
valuer la  hauteur  BD ,’  lorsque  l’on  connaît  la  longueur 
de  la  tangente  AB  : or,  c’est  à quoi  l’on  parvient  aisément 
en  considérant  que  toute  tangente  AB  est  moyenne  propor-' 
tionnelle  entre  la  sécante  entière  BH  et  sa  partie  extérieure 
BD.  On  a donc  -v 


bh  : ab  ::  ab 


rti  - AB 
BD  - BH 


AB 


d’où 


aCD  + BD  L 


BD  -f  ?.CD  X BD  = AB. 


• 9 • # 
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» 
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Pour  calculer  rigoureusement  BD , il  faudrait  résoudre 
une  équation  du  second  degré;  mais  cette  hauteur  est  tou- 
jours si  petite  à l’égard  du  diamètre  2CD  de  la  terre , que 
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ciproques  , et  que  la  distauce  K n’est  pas  considérable  , il 
est  permis  de  supposer  que  J1'  ■=  2*  — J"  ; et  pour  lors  la 
formule  (2)  se  change  en  celle-ci  : 

(4')  Æ ^ R cot  d ; 

selon  que  J*  sera  aigu  ou  obtus,  la  hauteur  dE  sera  posi- 
tive ou  négative. 

Voilà  des  formules  qui  sont  dépendantes  de  la  ligne  géo- 
désique  K ou  d’une  base  horizontale.  11  est  possible  cepen- 
dant de  déterminer  géométriquement  la  diflérrnee  de  ni- 
veau de  deux  points,  sans  connaître  cntle  ligne.  En  effet , 
la  formule  (2)  devient  seulement  fonction  des  distances 
réciproques  au  zénit  et  du  rayon  de  la  terre;  car  , à cause 
de  K = 2p  sin  jC,  p étant  le  rayon  de  la  terre  correspon- 
dant au  milieu  de  la  corde  K , et  C l 'amplitude  de  l’arc 
soutendu  par  cette  corde  ou  l’angle  A CB , on  a 
dE  = 2 p sin  i C lang  | ( S'  — f)  ; 


ç «i_  y q 

mais  par  ce  qui  précède,  — — — 1 donc 


(5)  oîE  = — 2 p cos  U<î  +<0  tang  ^ («T  — <T).  s 

11  faudra,' pour  détermine)1  le  signe  de  dE , avoir  égard 
à ceux  des  facteurs  du  second  membre. 

En  procédant  ainsi  désignai  en  signal,  on  ne  détermine- 
rait que  leurs  hauteurs  relatives  ; voici  la  règle  à suivre 
pour  obtenir  leurs  hauteurs  absolues  c’est-à-dire  les  élé- 
vations de  leurs  sommets  au  - dessus  d’un  même  horizon  , 
dè  celui  de  la  mer,  par  exemple. 

Supposons  que  les  points  B , B' , B". . . BW  , sommets 
des  signaux  , soient  inégalement  élevés  au-dessus  d’un  ho- 
rizon commun  , de  manière  que  K soit  l'élévation  du  point 
B'  au-dessus  du  niveau'  de  B ; h"  l’élévation  du  point  B"  au- 
dessus  du  niveau  de  B'  ; d“  la  dépression  du  point  B"  au  - 
dessous  de  ,B" , et  ainsi  de  suite.  Il  est  évident  alora  que 
l’on  aura 'également  , 


D 


4 


(3) 


d E = 
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sin  — C) 


_ R cos  (J--  jC 
sin  («f1 — C) 


Si  l’on  développe  le  dénominateur  de  cette  valeur  , après 


■C  C . 

y avoir  substitué  <î' -,  au  lieu  de  ^ — C , on  aura 

2 2 


dE  = - 


K cos  (ï  — i C) 


sin  (J' — j C)  cos  jC  — cos  (J'  — ^C)sin  {C'  ** 

' % .7,  . 

expression  qui  prend  cette  forme 

Rcos  (J' — j C)  * . > 


d E = 


sin  («J" — j C)  cos  JC  [i  — cot  j C)  tang  jCJ  ’ 


et  qu’on  pourrait  réduire  en  série  en  faisant  passer  au  nu- 
mérateur le  facteur  binôme  £ i — cot  (iè  — ; C)  tang  j C]]  , 
élevé  à la  puissance — i ; mais,  dans  la  pratique,  le  pre- 
mier terme  de  cette  série  étant  toujours  suffisant,  l’on  a 
simplement  alors  *- 


(4) 


dE  — R séc  jCcot(£  — ±C). 


25.  Il  convient  de  faire  remarquer  que  les  formules  pré- 
cédentes supposent  que  les  points  A , B £Fig.  i3]  sont  les' 
sommets  des  signaux;  mais  il  est  presque  toujours  impos- 
sible d’y  placer  le  centre  de  l’instrument.  Par  exemple  , ■ 
quand  on  observe  le  point  B,  ce  centre  est  souvent  en  a , 


vf  » 


’ * v'Vi 

' * 


c’est-à-dire,  plus  bas  ; et  quand  ou  observe  en  B , ce  même  • « 


./  ♦ 


centre  se  trouve  en  b : les  distances  au  zénit  mesurées  sont  . * ! 


donc  ZaB  =.  A , V AA  = A',  au  lieu  de  ZAB , VBA.  Dans  ce 
cas,  on  réduit  au  sommet  ou  au  pied  des  signaux  ces  dir 
stances  au  zénit,  au  moyen  de  la  formule  suivante  qu’il 
est  aisé  de  démontrer  : 


J» 


dA  = R" 


(/H  sin  A 


R 


a étant  l’angle  observé  réellemeut , dH  désignant  la  hau- 


t * V 


•w  f< 

*f  .‘*r 


* * * 


V » 


*,  • 

‘ ‘ s ~ dÀ  ■' 


• - # ■ • • 
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sin  L = — . 

f 

. . r 

Soit  maintenant  ^ = n , ou  aura 

r = nC. 

l)aus  l’état  moyen  de  I’atmosplièrc,  ce  coefficient  de  la 
réfraction  terrestre  n — 0,08,  comme  nous  l’avons  déjà  dit. 
En  l’introduisant  dans  les  formules  (4)  et  (6)  , elles  devien- 
nent respectivement,  lorsqu’on  suppose  sec  [C  = i, 


2/1  ■ 


C), 


(4")  dE  = K cot  (J  4-  r — iC)  = K cot  (<f  4 

(6')  E = i p(i  4 w)1  tanga(<f  — ,Q). 

S~  étant  la  distance  apparente  observée.  (Voyez  le  Traité  de 
Géodésie , 1. 1 , p.  355  et  356.)  Telles  sont  les  formules  à em- 
ployer dans  les  opérations  géodésiques  importantes. 

La  formule  (4")  , qui  est  d’un  fréquent  usage , même  en 
Topographie , peut  être  mise  sous  une  autre  forme  très 
simple,  ainsi  qu’il  suit  : 

Si  l’on  mène  au  point  A l’horizontale  AD'  [Tig.  12)  , et 
que  l’on  considère  le  triangle  ABD'  comme  rectangle  en  B', 
la  hauteur  cherchée  dE  se  composera  de  BD'  et  de  DD'.  Or, 
dans  l’hypothèse  présente,  BD'  = K cot é~ , et  d’après  ce 

K* 

qui  précède  (n°  23)  DD'  = — ; ainsi , à très  peu  près  , 
dE  = K.  cot  <14-—. 

Mais  la  réfraction  élevant  les  objets , celte  valeur  de  dE 
qui  dépend  de  la  distance  zénitale  é , est  nécessairement 
trop  grande  d’une  petite  quantité  fc  qu’il  s’agit  de  trouver. 

Pour  cet  effet , remarquons  que  r = nC  = 11  — , désignant 

en  général  la  réfraction  à l’unité  de  distance , on  a,  pour 
la  distance  K , '■  .*  r 


‘V 

♦ 
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Multipliant  haut  et  bas  par  sinC,  puis  faisant  attention 
sin  C 


que 


cosC 


= taDg  C , et  que  sin  C = 2 sin  5 C cos  î C , il 


■vient 


sina-jC  SinC  . „ 

E — — — ^ r — = f tang i C tang  C; 

sin  C cos  C 0 0 

mais  l’angle  C est  fonction  de  la  distance  zénitale  S'  obser- 
vée , puisque  l’angle  extérieur  J'  1 Q —J-  C ; partant 

E = f tang  ï (i  — iQ)  tang  (^—  iQ). 

O11  remarquera  entin  que  l’angle  J1  différant  très  peu  d’un 
angle  droit , on  a sensiblement 

tang  '(*  — ,Q)  = i tang — iQ); 
ainsi , à très  peu  près , 

(6)  E=  j f tang  V — i Q) 

= j f tang’  de  C angle  de  dépression. 

•27.  Dans  toute  la  théorie  précédente,  nous  avons-  sup- 
posé qu’un  rayon  lumineux  qui  partait  d’un  objet  pour  veuir 
en  peindre  l’image  dans  notre  œil,  y arrivait  en  ligne 
droite  : cependant , quand  il  traverse  des  milieux  d’inégales 
densités,  il  éprouve  une  déviation  principalement  sensible 
dans  le  sens  vertical;  et  ce  n’est  que  suivant  la  tangente  à la 
courbe  qu’il  décrit , que  nous  voyons  l’objet.  C’est  cette  dé- 
viation que  l’on  nomme  réfraction.  Son  effet  est  de  faire  pa- 
raître presque  toujours  les  objets  plus  élevés  qu’ils  ne  le  sont 
réellement  ; et  il  est  d’autant  plus  grand  que  le  rayon  vi- 
suel s’écarte  moins  de  la  surface  de  la  terre.  ( lira n ogra plue 
de  M.  Erancœur , p.  188.)  De  là  vient  que  le  point  B observé 
du  point  A, et  supposé  éloigné  de  celui-ci  de  plus  de  iooom, 
parait  réellement  au-dessus  de  son  lieu  vrai.  Comme  nous 
ne  pouvons  donner  ici  qu’une  idée  des  moyens  propres  à 
évaluer  l’effet  de  la  réfraction , puisque  nous  supposons  que 
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toutes  les  sinuosités  du  terrain  sur  ces  côtés  pris  pour  bases, 
ainsi  qti’on  le  voit  [ fig.  1 4 D > et  enfin , après  avoir  pris 
toutes  les  mesures  nécessaires , de  dessiner  tous  les  objets 
renfermés  dans  ces  polygones.  Dans  l’application  de  celte 
méthode , il  importe  d’éviter  les  angles  trop  aigus  ou  trop 
obtus , parce  que  la  position  d’un  point  donnée  par  l’in- 
tersection -de  deux  lignes  est  d’autant  plus  exacte  que  ces 
lignes  se  coupent  moins  obliquement. 

La  seconde  méthode  qui  facilite  singulièrement  l’évalua- 
tion des  surfaces  agraires,  est,  lorsque  le  terrain  s’y  prête  , 
d’abaisser  des  perpendiculaires  de  tous  les  angles  du  péri- 
mètre des  masses  à lever,  sur  des  lignes  directrices  ou  bases 
que  1 on  rattache  aux  côtés  des  triangles  du  canevas.  C’est 
ce  que  l’on  voit  à la  stule  inspection  des  fig.  î.jetiS, 
dans  lesquelles  toutes  les  lignes  ponctuées  sont  des  lignes 
d’opérations.  Cette  dernière  méthode  est  même  fort  en  usage 
parmi  les  arpenteurs,  soit  qu’ils  lèvent  isolément  un  champ  , 
soit  qu’ils  détaillent  les  masses  d’un  cadastre  , parce  qu’eUe 
dispense  de  tout  calcul  trigonoraétrique.  J’observerai  ce- 
pendant qu’elle  est  loin  d’être  préférable  à la  première  mé- 
thode, surtout  lorsqu’il  s’agit  de  figurer  un  pays  de  mon- 
tagnes ou  un  pays  extrêmement  couvert  et  accidenté. 

On  conçoit  bien  que,  pour  des  opérations  de  détail  un 
• peu  compliquées,  de  simples  croquis  dessinés  à vue,  seraient 
peu  propres  à diriger  dans  le  mis-au-nct;  aussi  convient- il, 
ainsi  que  nous  l’avons  dit  au  n°  2a,  de  diviser  le  canevas 
du  plan  en  plusieurs  rectangles  partiels,  et  de  les  rapporter 
a l’échelle  des  détails , afin  de  pouvoir  figurer  exactement 
au  crayon,  sur  les  lieux  mêmes,  tous  les  objets  au  fur  et  à 
mesure  que  l’on  opère.  Mais  il  est  essentiel  d’arrêter  le  soir 
son  dessin , à l’encre  de  la  Chine,'  et  d’écrire  bien  nettement 
tputes  les  mesures  qui  ont  été  prises. 

Les  ingénieurs- géographes* et  ceux  des  ponts. et  chaussées, 
qui  figurent  le  terrain  à l’aide  de  la  planchette  ou  de  la 
boussole,**»  contentent  souveut  de  retrouver  les  mesures 

’ ‘ ; .>  • .**♦  àw  • *■  ’• 


** 


v* 
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hauteur j on  a recours  à des  moyens  beaucoup  plus  sim-, 
pies  et  plus  prompts.  En  effet,  à l’aide  d’un  instrumeut 
ou  Niveau j qui,  comme  le  Niveau  d’eau  ou  le  Niveau  à 
bulle  d’air  de  Chézy , procure  sur-le-champ  une  ligne  ho- 
rizontale , il  est  facile  de  rapporter  à cette  ligne  les  éléva- 
tions ou  les  dépressions  des  objets.  C’est  ce  que  nous  avons 
amplement  développé  dans  notre  Traité  de  Topographie , 
2'  édition.  On  verra  aussi,  à la  fin  du  t.  II  du  Traité  de 
Géodésie,  comment  on  peut  déterminer  les  différences  de 
niveau  avec  le  baromètre.  Consultez  d’ailleurs  sur  ce  point 
YAstronoin.  élém. , par  Biot,  p.  i36,  ou  la  Mécanique  de 
Fraucœur,  3e  édit,  pag  44  7 > ou  enfin  Y Annuaire  du  Bu- 
reau des  Longitudes. 
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5 faire  connaître  les  diverses  courbes  qui  seraient  formées  à 
la  surface  de  la  terre , par  sa  rencontre  avec  une  série  de 
plans  horizontaux  équidistans  dans  le  sens  vertical  ; car  ces 
courbes  horizontales  projetées  orthogonalement  sur  la  carte , 
se  rapprochent  ou  s’éloignent  d’autant  plus  les  unes  des 
autres,  que  les  pentes  ou  les  inclinaisons  du  sol  sont  plus 
ou  moins  fortes. 

Les  ingénieurs-géographes,  au  lieu  de  tracer  définitive- 
ment ces  courbes  sur  leurs  minutes,  comme  le  font  les  offi- 
ciers du  génie  pour  les  plans  spéciaux  à grande  échelle , les 
indiquent  seulement  au  crayon,  après  en  avoir  détermine 
un  grand  nombre  de  points  par  la  méthode  du  n°  27;  mais 
ils  dessinent  à la  plume,  et  très  près  les  unes  des  autres, 
fies  normales  entre  deux  courbes  consécutives.  Ces  normales 
ou  hachures  sont  précisément  les  projections  des  lignes  de 
plus  grande  pente.  Leur  lohgueur  est  donc  égale  à la  cotan- 
gente de  l’angle  d’inclinaison  de  la  ligne  correspondante  sur 
la  surface  de  la  terre,  lorsqu’on  prend  pour  unité  la  plus 
courte  distance  de  deux  plans  de  section  consécutifs.  Elles 
servent  aussi  à faire  apprécier  les  différentes  inclinaisons 
des  pentes  lorsqu’elles  forment  solution  de  continuité  aux 
points  où  elles  rencontrent  les  courbes  de  niveau  équidi- 
stantes dont  il  s’agit.  Elles  produisent  un  bel  effet  quand 
elles  ne  sont  ni  trop  longues  ni  trop  fines,  et  qu’elles  en- 
grènent les  upes  dans  les  autres  sans  laisser  d’intervalle 
entre  elles,  dans  le  sens  de  la  pente  du  terrain.  En  général, 
on  les  serre  et  on  lés  renforce  d’autant  plus,  qu’elles  ap- 
partiennent è des  pentes  plus  rapides;  mais  il  n’est  pas 
nécessaire  d’établir  à cet  égard  une  loi  géométrique  d’es- 
pacement et  de  renforcement , comme  quelques  personnes 
l’avaient  proposé  il  y a peu  d’années;  d’abord,  parce  qu’il 
serait  impossible  de  s’y  astreindre  dans  la  pratique , eût-on 
même  tout  le  temps  et  toute  la  patience  nécessaires  pour 
cela,  et  ensuite,  parce  que  l’exactitude  du  figuré  du  terrain 
doit  essentiellement  se  trouver  dans  la  direction  et  la  lon- 
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gueur  des  hachures , ou  dans  la  disposition  des  courbes  de 
niveau. 

Les  pays  de  hautes  montagnes  se  refusant  souvent  à l’ap- 
plication des  méthodes  géométriques  d’après  lesquelles  on 
parvient  à connaître  exactement  la  charpente  d’un  terrain 
accessible  et  faiblement  ondulé,  c’est  alors  que  l’ingénieur  i 
doit  profiter  de  toutes  les  ressources  que  lui  offrent  les  arts 
d’imitation.  En  général,  le  relief  des  montagnes  n’est  jamais 
mieux  caractérisé  sur  les  grandes  cartes  topographiques  à 
petite  échelle  ou  à petit  point,  qu’en  imitant  par  des  teintes 
les  effets  de  lumière  et  d’ombre  qui  auraient  lieu  dans  la 
nature,  si  le  sol  était  éclairé  obliquement  par  un  faisceau 
de  rayons  parallèles;  mais  il  faut  avoir  le  soin  de  ne  pas 
donner  sur  les  minutes  trop  d’intensité  à ces  teintes , afin 
de  laisser  paraître  les  hachures,  ainsi  que  tous  les  détails 
sur  lesquels  elles  sont  appliquées  (*).  C’est  surtout  en  France 
que  l’art  d’exprimer  en  Topographie  les  plus  grands  accidens 
du  terrain,  a été  porté  au  plus  haut  degré  de  perfection  : 
puisse-t-il  ne  jamais  dégénérer  parmi  nous  ! 


(*)  \ oyez  le  Traité  de  Topographie  édit. , j *g.  aaG  et  o33. 
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CHAPITRE  VII. 


Evaluation  des  surfaces  agraires. 


■ 29.  Après  avoir  formé  les  détails  d’un  plan  par  l’une  des 
méthodes  exposées  dans  le  chapitre  précédent , on  procède 
aux  calculs  des  superficies  des  diverses  propriétés  de  chaque 
particulier  ; et  ensuite  pour  contrôler  ces  calculs,  on  évalue 
en  masse  l’étendue  superficielle  de  tout  le  plan;  opération 
qu’il  est  aisé  d’effectuer,  puisque , par  le  mode  de  construc- 
tion du  canevas  trigonométrique  indiqué  au  n°22,  il  ne 
s’agit  que  de  calculer  les  aires  des  triangles  et  des  trapèzes 
rectangles  dont  le  canevas  est  composé.  Quoique  de  telles 
opérations  numériques  n’ofTrent  rien  de  difficile,  et  soient 
fondées  sur  les  principes  d’une  Géométrie  élémentaire , nous 
allons  en  fournir  des  exemples  eu  faveur  des  jeunes  gens  qui 
débutent  dans  la  carrière  topographique. 

PROBLÈMES  FONDAMENTAUX. 

< , , 

Prob.  I.  Mesurer  l’aire  d’un  rectangle  et  d’un  paralM- 
*. . - logramme. 

[Fig.  16.}  Soient  AB  m A’ B’.  — les  bases;  et 

AC  = CW  “ 37in,o5  les  hauteurs  du  rectangle  A BCD  et 
du  parallélogramme  A,B,C,D,>  L’aire  S de  chacune  de  ces 
deux  figures  étant  égale  au  produit  de  ces  deux  dimensions , 
il  est  clair  que  l’on  a pour  le  rectangle  comme  pour  le  pa- 
rallélogramme , / 

S = 59" ,8  X 37m,o5  = 22i5"If,59  — 22‘,",,i5mc,5g. 

S.. 


\ 
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Pbob.  II.  Mesurer  Faire  d'un  triangle  rectiligne 

Connaissant  la  base  et  la  hauteur.  » ; 

£Fig.  *x  7.]  Soient  AB  = 9m,6  la  base  ; et  CD  = 5"  la  hau- 
teur du  triangle  rectiligne  ACB.. L’aire  d’un  triangle  quel- 
conque étant  égale  à la  moitié  du  produit  de  sa  base  par  sa 
hauteur,  on  a f , 

- s==9%Ë2<i  = 24m.  v 

« • .2 

Il  n’est  aucune  étendue  superficielle  qu’on  ne  puisse  àfr 
composer  en  triangles;  ainsi,  en  évaluant  graphiquement 
sur  un  plan  à grande  échelle  les  bases  et  les  hauteurs  de  ce» 
triangles , on  aura  très  facilement , par  ce  petit  calcul , Paire 
de  l’espace  à mesurer. 

Connaissant  les  trois  côtés,  c ...  ; . , • 

Il  arrive  souvent  qu’il  est  impossible  de  pénétrer  dans 
"l’intérieur  d’un  triangle , et  de  parcourir  même  l’espace  qui 
l’environne;  alors  on  mesure  les  trois  côtés  de  cette  figure 
et  l’on  fait  usage  de  la  formule  suivante  : 


* - »• . * * 

dans  laquelle  S désigne  faire  du  triangle;  a,  b , c,  ses  trois 
côtés;  et  p son  périmètre  = a + é -f  c 3 ). 


Soient  a—  2.5m,  b ~ ?:om,  c=fi5m,  an  trouvera  que 
S = v/3o  (3o  — 25)  (3o— 2o)(3o  — 1 5 ) = j 5o. 


On  pourrait  en  général  effectuer  ce  calcul  à Faiae  des 
tables  de  logarithmes;  mais  dans  ce  cas  particulier,  on  dé- 
termine plus  simplement  Paire  cherchée , puisque  le  triangle 
ABC  est  rectangle.  En  effet,  le  carré  du  plus  grand  côté  « 
étant  égal  à la  somme  des  carrés  des  deux  autres  côtés  b,cv 
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Ce  problème  est  un  des  plus  utiles  de  la  Géométrie  pra- 
tique; on  peut,  à son  moyen,  évaluer  l’aire  de  quelque 
polygone  que  ce  soit’,  sans  employer  d’autre  instrument 
qu’une  chaîne  métrique;  puisqu’en  mesurant  les  trois  côtés 
de  chaque  t^pngle  en  lesquels  ce  polygone  sera  décomposé  , 
la  formule  précédente  recevra  immédiatement  son  applica- 
tion ; mais  cette  méthode  e^t  beaucoup  plus  longue  que  celle 
que  nous  exposerons  Bientôt. 

Connaissant  deux  eûtes  et  V angle  compris. 

Si  dans  un  triangle  dont  A,  B,  C sont  les  angles,  et 
a,b,c,  les  côtés  respectivement  opposés,  on  connaît  les 
deux  côtés  b,  c,  et  l’angle  A compris , et  que  l’on  nomme  h 
la  perpendiculaire  CD,  on  aura,  à cause  du  triangle  rec- 
tangle ACD, 

h — b sin  A , 

en  supposant  le  rayon  des  tables  = i ; mais  l’aire 

ACB  = ^25— = S;  donc 

2 

bc  . . 

s — — sin  A ; 

2 

• 

c’est-à-dire  que  l’aire  d'un  triangle  est  égale  à 1p.  moitié 
du  produit  des  deux  côtés  connusj  multiplié  par  le  sinus 
de  l'angle  compris. 

Soient  ô=25m,4;  c = 3om,2;  A =:  ; on  aura 

Iogô‘=  1,4048337 
log.  £c=  1,1789769 
log  sin  A = 9,7887106 
___________ 

log  s = 2,3726212  ; 

ainsi  l’aire  du  triangle  , ou  j = 235mc,'j[ ). 
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Connaissant  un  c6té  et  les  deux  angles  adjacens. 

Dans  le  triangle  ABC,  on  a,  comme  on  sait, 

sin  B _ sin  B ' b 

, sin  Ç ~ sin  ( A -f-  B ) c ’ 

de  là  tirant  la  valeur  de  V et  la  substituant  dans  la  for- 
bc 

mule  s = — sin  A,  obtenue  ci-dessus , on  tr^ive 

sin  A sin  B * 


2 sin  ÇA-f-B)’ 


expression  qu’il  est  facile  de  calculer  de  meme  par  les  loga- 
rithmes. ‘ 


Connaissant  deux  côtés  et  les  deux  angles  opposés. 

Soient  ab  et  AB  les  quantités  connues;  on  a,  n°  3, 

**  * ^ 

/a? — b*\  sin  A sin  B 

\ 2 y sin  (A  — B)‘ 


Autrement  de  ce  que  a C b “ sin  AT  sin  B,  <)n  a 
• • 

a — b : a ::  sin  A — .sin  B sin  A;  . 

d’oîi 

A a (sin  A — sin  B ) 2a  sin  {(A — B)  cosJ(A-f-B) 

sin  A sin  A •’ 

substituant  cette  valeur  dans  celle  de  s précédente  et  rédui- 
sant , il  vient 

% * 

a (a  -4-  b ) sin  B cos  | ( A -f-  B) 

2 cosi(A  — B) 

' ' * } 

Lorsque  a — b , on  a A = B,  et  co  s £ ( A — B ) = 1 ; 
dans  ce  cas,  ' . , 

s = a*  sin  A cos  A = £ a*  sin  2 A , ' , 

ainsi  qu’il  est  aisé  de  le  démontrer  directement. 


Oigitized  by  Google 


LEVÉ  DES  PLANS. 


71- 

PnoB.  HT.  Trouver  Paire  d’un  quadrilatère  dont  on  connaît 
les  deux  diagonales  et  l’angle  qu  elles  forment. 

En  vertu  de  l’uue  des  solutions  précédentes , on  a 

{Fig-  >»J, 

aire  BEC  '=  y—  sin  E , 


ABE  = — sin  E , 
2 

AED  = — sin  E , 
2 


DEC  = — sin  E ; 

2 


donc 


ABCD  : 


xz  + xt+yz+yt  ^ j.  _ (v  4-jO  (=  + * ) g; 


■ sin  E. 


Il  suit  de  là  que  P aire  d’un  quadrilatère  est  égale  à la 
moitié  du  produit  de  ses  deux  diagonales , multiplie  par  les 
sinus  de  l’angle  compris. 

Quoique  dans  l’arpentage  , on  ait  rarement  l>esoin  d’éva- 
luer Paire  des  figures  régulières,  je  vais  donner  quelques 
exemples  de  calculs  à ce  sujet. 

frob.  IV-  Mesurer  l’aire  d’un  polygone  régulier. 

[Fig.  19.  ] Si  on  connaît  le  côté  K d’un  polygone  régulier 
et  le  nombre  n de  ses  côtés  , son  aire  .s-  s’obtiendra  à l’aide 
de  la  formule 

s = j nKa  cot  — , 

4 n 

q désignant  le  quadrant.  L’angle  au  centre  C du  polygone 

étant  = — , sa  moitié  = — ; et  comme  le  triangle  ACD  est 
n n 

rectangle  en  D , on  a 
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CD  = - cot  22. 
2 n 


Or,  l’aire  de  tout  polygone  régulier  est  égale  au  produit 
de  son  périmètre  nK  par  la  moitié  de  son  apothème  CD  ; 
donc , etc. 

Pour  appliquer  la  formule  actuelle  à un  exemple  , soient 
K.  = i2m,  et  n = 8,  on  aura 


- log  K 1,0791812, 
idem  = 1,0791812, 

log  2 =3  o,3oio3oo, 

20Ogr  * _ 

; cot  —g—  *=  0,3827757, 


log  s = 2,8421681  j 

A * 

l’aire  cherchée  est  donc  égale  à s = 6g5mc,2Q. 


pnoB.  V.  Trouver  l’aire  d’un  cercle  dont  on  connaît 
le  rayon. 

L’aire  d’un  cercle  est  égale  au  carré  de  son  rayon , mul- 
tiplié par  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre , c’est- 
à-dire  , par  ar  = 3,1 4169265  : ainsi , appelant  r le  rayon  d’un 
cercle,  et  s son  aire,  on  a 

s — xr*. 

• 4 s • \ 

L’approximation  sera  presque  toujours  suffisante , en  sup- 
posant seulement»  = 3,i  4» 

Soit,  pour  exemple,  r = i6m,  on  aura 

\ s — 3,i4  X 16  = 803" c, 84; 

Si  on  voulait  opérer  par  les  logarithmes , au  double 
.du  logarithme  du  rayon , on  ajouterait  celui  de  x , lequel 
= 0,4971479»  et  la  somme  Serait  le  logarithme  de  l’aire 
demandée. 
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II  est  évident  que  l’on  peut  aussi  déterminer  le  rayon 
d’un  cercle  dont  l’aire  est  connue. 

Phob,  VI.  Déterminer  l’aire  d’un  secteur  dont  l'arc  est  de  n 
grades  > et  dont  le  rayon  = r. 

Puisque  l’aire  s du  secteur  est  à celle  du  cercle  comme 
l’arc  du  secteur  est  à la  circonférence  entière,  et  que  deux 
arcs  d’un  même  cercle  sont  entre  eux  comme  les  nombres 
de  grades  qu’ils  comprennent,  on  a 

s t srr*  ::  n : 4°°,  d’où  s = n-, — : 

, 4°° 

par  conséquent 

log  surf,  du  secteur  = log  «4-2  log  r -f-  7,89508988. 

Phob.  VII.  f Fig.  19.J  Trouver  l’aire  du  segment  dont  l’arc 
comprend  n grades j et  dont  le  rayon  r=  r. 

L aire  du  segment  A«B  est  égale  à celle  du  secteur 
ACBmA  , moins  l’aire  du  triangle  ABC.  Or , par  ce  qui 
précède  , 


aire  du  secteur  = n -7- - , 
400’ 

j.1 

et  celle  du  triangle  ACB  =.  - sin  n ; 


donc 

log  aire  du  segment  = 2 log  r + log  î ~ — sin 

Si  l’on  fait  « = n — , on  aura 
200 

4 -y  *W'  ». 

log  a ~ log  n 4-  8,196119877. 

Partant , 

log  aire  du' segment  = 2 log  ;•  log  ± (a  + sin  n)  , 
le  signe  — ayant  lieu  lorsque  n <^200 , et  le  signe  -f-  lors- 
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' Prob.  VIII.  déterminer  l’aire  d’une  ellipse  dont  on  connaît 
les  deux  axes. 

« 

Il  est  démontré , dans  tous  les  traités  de  calcul  intégral , 
que  l’aire  d’une  ellipse  est  équivalente  à celle  d’un  cercle 
dont  le  rayon  serait  moyen  proportionnel  entre  les  deux 
demi- axes.  Cela  posé,  soient  a et  b ces  deux  demi-axes , et 
s l’aire  cherchée,  on  aura 

s = vab.  , 

Supposons  que  a — 1 2-,  et  que  b — i o , on  trouvera 
* = 3,i4  X 12X  ïo  = 3,4x  120=  376m%8. 

/ 

De  la  mesure  des  polygones  irréguliers. 

3o.  [Fig.  20  ] Déterminer  l’aire  du  polygone  irrégulier 

ABCD levé  suivant  la  méthode  du  n°  28. 

* • - 

Ce  polygone  étant,  pa'r  suite  des  opérations  faites  sur  le 
terrain  , décomposé  en  triangles  et  en  trapèzes  rectangles  , 
on  aura  sa  superficie  ainsi  qu’il  suit  : 

Aire  du  triangle  (a)  = ( 1 1,6)  (4,2) . . . = 4®"*  C>T1 
du  triangle  ( b ) = (21, 45)  (6,5). . 139 , 42 

du  trapèze  (c)  = (21)  (7,5) ^7  t 5o 

du  trapèze  (c?)  = (13,7)  X 7 ... . q5  , 90 

du  triangle  (e)  = (19,4)  (3,2). . . • 62  , 08 

du  triangle  ( f ) = 5-x  5 • 2.5  , 00 

' du  trapèze  (g)  — (1 3,3)  (26,85)..  357  > IO 

du  trapèze  (/t)  = (1  1,1)  (n,4)-.  • 126  r 54 

du  trapèze  (è)  '=  gx5,....  — _ 4^  > 00 

Somme .........  j . 1 o57m  %2Ô 

Triangle  (l)  soustractif  =3X2..  6 

>*  - — - 

. . Aire  effective  du  polygone. . io5i'nc,26, 


J» 
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Ainsi  l’aire  du  polygone  est  de  10  ares  5i  mètres  carrés 
26  ' 

•100' 

Si  le  terrain  à mesurer  était  terminé  par  une  ligue 
courbe , on  abaisserait  sur  la  base  AX  menée  intérieure- 
ment, autaut  de  perpendiculaires  qu’il  serait  nécessaire  pour 
pouvoir  considérer,  sans  erreur  sensible,  le  périmètre  du 
terrain  comme  un  assemblage  de  petites  lignes  droites , et 
le  calcul  de  la  superficie  se  simplifierait  beaucoup  en  ren- 
dant toutes  ces  perpendiculaires  équidistantes  ; car  il  est 
aisé  de  démontrer  que,  dans  ce  cas,  l’aire  cherchée  est 
égale  au  produit  de  ta  distance  commune  de  ces  perpendi- 
culaires , par  la  somme  faite  de  la  demi-somme  des  per- 
pendiculaires extrêmes  j et  de  la  somme  des  perpendicu- 
laires  intermédiaires.  On  entend  par  perpendiculaires 
extrêmes , celles  qui  passent  par  les  extrémités  de  la  base  , 
et  qui  font  partie  de  la  limite  de  la  ligure;  ainsi  quand 
celte  figure  se  termine  en  pointe  aux  extrémités  de  la  base, 
il  suffit , pour  avoir  la  mesure  de  sa  surface,  de  multiplier 
la  somme  des  perpendiculaires  intérieures  par  leur  distance 
commune. 

• • • ^ A 

Déterminer  l’aire  d’un  polygone  rectiligne  quelconque 
mesuré  au  graphomètre  ou  au  cercle  répétiteur. 

Fig  21.3  Soit  le  polygone  ABCDE,  dont  il  s’agit  d’éva- 
luer la  superficie  : on  mesurera  tous  les  angles  intérieurs  et 
tous  les  côtés  de  ce  polygone,  et  la  vérification  des  angles 
devra  se  faite  sur  le  terrain  même , afin  que  si  l’on  découvre 
une  erreur,  on  puisse  la  rectifier  sur-le-cbamp.  Cette  véri- 
fication s’effectue  à l’aide  de  ce  principe  connu  , savoir  : 
que  la  somme  des  angles  intérieurs  d’un  polygone  est  égale 
à autant  de  fois  deux  angles  droits  qu!il  y a de  côtés  moins 
deux. 

Dans  l’exemple’ actuel , ou  a , par  l’observation , 


J*" 
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angle  A = 1 20*''  • 

B = i3a 
C = 86,10 
D = 1 i8,i5 
E = i43,75 
Somme  = 6oo*'- 

laquelle  est  égale  à celle  des  angles  du  pentagc  ne  ABÇDE,  • 
puisque  200*r<  X (5  — 2)  = 6oo«r. 

Dans  le  cas  où  l’on  aurait  une  faible  erreur  1 n plus  ou  en 
moins , et  cela  est  très  ordinaire,  on  diininuiràit  ou  l’on 
augmenterait  chaque  angle  de  cette  erreur  d visée  par  le 
nombre  des  côtés  du  polygone.  On  suppose  ici  , toutefois  , 
que  les  angles  sont  tous  observés  dans  le  même  plan  et  aux 
sommets  des  angles  du  polygone;  ce  qui  peut  presque  tou- 
jours se  pratiquer  ainsi  dans  les  opérations  de  détail  à l’aide 
d’un  théodolite,  ou  bien  quand  le  grapliomètre ou  le  cercle 
répétiteur  est  garni  de  lunettes  plongeantes  , auquel  Cas  son 
limbe  se  dispose  toujours  horizontalement  (n°  9). 

Il  est  nécessaire  aussi  de  vérifier  sur  le  terrain  si  les  lon- 
gueurs des  côtés  de  la  figure  sont  exactes.  Pour' cet*  effet , 
on  inscrit  le  polygone  dans  le  rectangle  xyzt , dont  on 
détermine  lès  quatre  côtés,  en  résolvant  les  triangles  rec- 
tangles BGr , CDy  , £Da  , AE t , dans  chacun  desquels  ou 
connaît  l’hypoténuse  et  les  angles.  On  est  certain  alors 
qu’il  ne  s’est  glissé  aucune  erreur  dans  la  mesure  des  eû- 
tes du  polygone,  lorsque  ceux  opposés  du  rectangle  pircon— 
scr.it  sont  égaux.  Voici  le  calcul  des  cûtés  des  triangles  dont 
il  est  question.  • . 

“ * a A . * * * •}! 

1,9860211  — 96m,83  = B.v 
9,6828250 
2,3031961 
I log  cos  62»’-  = 9,9426561 

\ * 2,2458522  = 176  ,14  = Ce 
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93  .97  = Q y 


Triangle 

DQk 


Triangle 

EDs 


Triangle 

EA* 


log  gin  i8?r,io  = g, 44793i6 
log  335m-  = 2,5a5o448 

1.  cos  i8*r,  10  = 9,9822053 

2,5072501  = 321  ,55  = Dy 

2,0937867  = 124  ,10  = JJz. 
log  sin  36«r,25  = 9,7317002 
log23om,i9  = 2,362o865 
1.  cos  36fr,2.5  = 9,9254241 

2,2875106  = ig3  ,87  = E: 

1,3935725  = 24  ,75  = A t 
llog  sin  2o?r-  =9,4899824 
g 80”, 09  = 1,9035901 

llog  COS  20*r-  = 9,9782063 

1,8817964  = 76  ,17  = E* 

Comme  chaque  côté  tle  l’angle  droit  d’un  triangle  rec- 
tangle est  égal  àl’hypoténusemultipliée  par  lesinusdel’angle 
opposé  à ce  côté,  en  supposant  toutefois  le  rayon  des  tables 
égal  à l’unité,  il  est  clair  que  pour  avoir  , i°.  le  logarithme 
du  côté  Bar  du  triangle  BCrc,  il  faut  au  logarithme  dc2oim- 
ajouter  te  logarithme  sinus  de  32*'-;  20.  que  pour  obtenir  le 
logarithme  du  côté  Car,  il  faut  de  même  au  logarithme  de 
201  ajouter  celui  du  cosinus  de  32*r,  et  ainsi  pareillement 
pour  tous  les  autres  triangles  dont  il  est  d’ailleurs  très  fa- 
cile de  déterminer  les  angles  aigus. 

Il  résulte  de  ce  calcul  que 

3 et  = 445m,68 , yz  — 446", 65 , 
xy  ==  270  , ï i , z,t  = 270 ,04.  * 

"V-  ' ■ *- 

On  peut  donc  conclure  de  ces  résultats  que  les  mesures  ont 
été  assez  bien  prises. 

Pour  déterminer  maintenant  l’aire  du  polygone  ABCDE , 
on  calculera  celle  du  rectangle  xyzt,  et  on  en  retranchera 
les  aires  des  quatre  triangles  BCx , CEty , DEz  , AE<  ; le 
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reste  sera  l’aire  cherchée.  Mais  auparavant  il  faut  faire  dis-r 
paraître  les  petites  erreurs  qui  existent  entre  les  longueurs 
xt,yz , et  xy,  zt.  On  prendra  donc  pour  longueur  réduite  du 

rectangle  — — = 443m,66 , et  pour  largeur  moyenne 

yx  -f - zt 

■ — — — = a'jom,o’j.  On  pourra  ensuite  augmenter  iE  de 

o"l,o3,  et  diminuer  Cx  de  o",o4,  parce  qu’il  est  plus  conve- 
nable de  faire  porter  la  correction  sur  les  plus  longues  li- 
gnes. Quant  à la  correction  relative  à la  longueur  du  rec- 
tangle , elle  est  si  faible  qu’il  est  inutile  d’y  avoir  égard  dans 
le  calcul  des  triangles  dont  il  s’agit.  Cela  posé,  on  aura,  en 
opérant  par  les  logarithmes , pour  abréger, 

Logarithmes  des  aires.  Aires. 


Rectangle  xyzt. 

base  ' 2,6490037 
hauteur  2,43 14763 

5,0804800  1 20359™  *,4 

Triangle  BCx 

B,  1,9860211 

H.  2,2457694  “ ‘ , 

comp.  log  2 = 9,69897 00 

3,9307505  8526rn<',i 

Triangle  DCy.  , 

«.  B-  l>9129lH 

H.  2,507260 f ' < 

eomp  log  2 = 9,6989700  . ’ 

f 

4>i79i965  16107  , 6 

23633  , 7 120359  > 4 
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De  l’autre  part ...  23633  , 7 120359  , \ 

Triangle  EDz. 

B.  2,0937836  f — 

H.  2,2875778  ' ' ;•  * 

comp  log  2 = 9,6989700 

4,o8o33i4  i2o3i  ,8 

Triangle  AEr.  . 

B.  1,3935725  . 

H.  1,8817964 

comp  log  2 = 9,6989700 

2,9743389  94?-  > 6. 

• 366o8m  f,*  — 366o8  , 1 

Aire  du  polygone 83ÿ5im^3 

11  n’est  pas  toujours  possible,  comme  dans  cet  exemple^ 
de  mesurer  tous  les  côtés  et  tous  les  angles  d’un  polygone  •, 
souvent  môme  on  n’a  d’autre  parti  à prendre  que  de  choisir 
pour  base  unique  uu des  côtés  , et  de  déterminer  les  sommets 
des  angles  par  intersections,  aiusi  qu’il  a etc  enseigné  au 
n°  21.  Voyons  donc  comment  on  peut,  dans  ce  cas,  en 
évaluer  la  surface. 

Soicn.t  ABCDE  [fig.  243  le  polynôme  convexe  proposé , 
AB=a  la  base  mesurée;  soient  en  outre  EAB=i,  DA  B=<1, 
CAB=y  les  angles  observés  au  point  A,  et  EBA  = 1 , 
DBA  = F,  CBA  = y',  les  angles  observés  au  point  B.  Pour 
obtenir  à l’aide  de  ces  seules  données , l’expression  analy- 
tique de  l’aire  de  ce  polygone,  nous  le  concevrons  divisé 
en  triangles  qui  aient  leurs  sommets  à l’une  des  extrémi- 
tés de  la  base  AB;  tels  sont,  par  exemple , les  triangles  EAD, 
DAC , CAB.  Or,  d’après  ce  qu’on  a vu  au  n"  29,  • 
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mais  dans  le  triangle  AEB  on  a 

. » . _ a sin  ■' 

sin  («  + i ) : a ::  sin  i : AE  = - — r— — j-3 
' ' ' sin  (t  -f-  « j 


Dans  le  triangle  DAB  on  a pareillement 
sin  (<I  + P)  a : : sin  ? : AD  = -r- 


sin  (J'  -f  J') 

Introduisant  ces  valeurs  dans  l’expression  précédente  , 
on  obtient 

r VA  n «“  sin  t sin  S1  . 

/. EAD  = • . /\  • / k~ t — \T\  • sin  0 — «)• 

J 2 sin(e  -J-  « ) sin^-f-  <r  ) 


Concluons  de  là  que 


sin  «K  sin  y' 


J 2 sia  (é  -f-  sin  (y-j-y') 

/\CAB=—  “ 

2 sin(y  + y) 

Par  conséquent  l’aire  cherchée , ou 


T.sin(<l'— y). 


sin  i'  sin  <T  sin 
sin  ( s -j-  e'  ) sin 
sin  <J'  sin  y sin 
sin  (^+  <^)  sin 
sin  y sin  y' 
sin  (y  + y') 

Voilà  tout  ce  que  je  me  suis  proposé  de  dire  ici  concer-- 
nant  le  levé  des  plans  et  le  calcul  des  surfaces,  par  les  mé- 
thodes les  plus  simples;  cela  me  parait , en  effet,  suffisant 
pour  ceux  qui  ne  veulent  faire , sur  le  terrain  , des  appli- 
cations de  la  trigonométrie  que  pour  leur  utilité  person- 
nelle ; mais  les  Traités  de  Géodésie  et  de  Topographie ■' 
forment  une  doctrine  complète  à ce  sujet , et  réunissent 
plusieurs  théories  importantes  que  j’ai  principalement  dé- 
veloppées en  faveur  des  Ingénieurs  qui  dirigent  ou  exécu- 
tent de  grands  travaux  géodésiques. 


c^+«nl 

(«T-y)l 
(y  -h  y')  ( 


/.  AEDCB  = ‘ W -f- 
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DE  DIVERSES  PROPOSITIONS 

DE  GÉOMÉTRIE, 

RÉSOLUES  OU  DÉMONTRÉES  PAR  L’ANALYSE 
ALGÉBRIQUE. 


SECONDE  SECTION. 

GÉOMÉTRIE  A DEUX  DIMENSIONS 
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CHAPITRE  PREMIER. 

De  la  Poljgonométric . 


3i.  On  entend  par  polygonomitrie  l’art  de  déterminer 
dans  un  polygone  rectiligne  quelconque  plusieurs  de  ses 
parties  à l’aide  de  celles  qui  sont  connues.  Pour  effectuer  de 
telles  opérations  , il  faut  donc , comme  pour  les  triangles  , 
connaître  les  diverses  relations  qui  existent  entre  les  côtés 
et  les  angles  d’un  polygone.  Ces  relations,  qui  sont  autant 
de  théorèmes  fondamentaux , donnent  lieu  par  leur  combi- 

6 
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liaison  à d’autres  théorèmes  ou  propriétés  de  ces  figures.  Iæs 
premiers  essais  qui  furent  faits  en  ce  genre  sont  dus  ù 
Lambert;  mais  ce  géomètre  ne, s’occupa  que  des  quadrila- 
tères, et  encore  se  borna-t-il  à indiquer  la  marche  à suivre 
pour  former  une  tétragonométrie  complète.  Après  lui  , 
d’autres  savaus  étendirent  cette  théorie  ; entre  autres  Lexcll, 
dans  deux  excellentes  Dissertations  insérées  dans  les  19e  et 
20*  volumes  des  Mémoires  de  Pètersbourg.  Enfin , de  nos 
jours , MM.  Lliuilier  de  Genève  et  Carnot  ont  enrichi  cette 
matière  de  leurs  propres  découvertes.  Nous  nous  bornerons 
ici  à démontrer  les  propositions  les  plus  importantes  de  la 
Polygonométrie. 

* * TnéoniatE.  , • 

v \ •;  • . ; . ' 

32 . Dans  tout  polygone  plan  , chaque  côté  est  égal  à la 

somme  de  tous  les  autres,  multipliés  chacun,  par  lé  cosinus 

de  l’angle  qu’il  forme  avec  le  premier. 

. ..  ‘ - ■ » 

. • â • . 

[ Fig.  aa.  ] Ce  théorème  est  évident  a l’Inspection  de  la 
ligure;  car  dans  le  quadrilatère  ABCD  la  base  ÀB  est 
égale  à, la  somme  des  segmens  Ad,  de,  cB , et  chacun  de 
ces  segmens  est  égal  à l’hypoténuse  du  triangle  auquel  il 
appartient , multipliée  par  le  cosinus  que  cette  ligne  fait 
avec  AB  ou  avec  sa  parallèle  cT). 

Soient  donc  AB  — a , BC  = b , CD  = e , DA  = d ; et 
désignons  par  (a , b)  l’angle  ABC  , par  (a  , c)  l’angle  CDc', 
par  (o  , d ) l’angle  BAD  ; on  aura 

d-^b  cos  (« , b)  + c cos  {a , c)  + d cos  (a  , d). 

Cette  proposition , qui  "sert  de  base  à la  théorie  que 
•nous  allons  développer , n’est  pas  restreinte  aux  polygones 
plans , comme  il  est  aisé  de  le  démontrer  ; et  l’on  conçoit 
bien  qu’elle  s’applique  aussi  à un  polygone  d’uu  plus  grand 
nombre  de  côtés  que  celui  que  nous  considérons  en  ce' 
moment  ' • • . ' . - *■ . 
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Il  est  entendu  qu’il  ne  s’agit,  dans  la  formule  précé- 
dente, que  des  angles  intérieurs  de  la  ligure  : alors  s’il  s’en 
trouvait  d’obtus , leurs  cosinus  seraient  négatifs.  Voyez 
pour  la  règle  des  sigues  qui  doivent  affecter  les  lignes  tri- 
gouométriques , la  Trigonométrie  de  M.  Legendre , ou  celle 
de  M.  Lacroix,  ou  le  n°  2 du  présent  Ouvrage. 

».  ' al  |C#  * t 

Théorème. 

33.  Dans  tout  polygone  la  somme  de  ses  côtés  multipliés 
chacun  par  le  cosinus  de  Vangle  que  forme  sa  direction , 
prise  dans  le  sens  du  périmètre , avec  une  droite  quel- 
conque tracée  à volonté  dans  le  plan  de  ce  polygone , est 
égale  à zéro. 

[Fig.  23J  Soit  AX  la  droite  à laquelle  on  rapporte  tous 
les  côtés  du  polygone  ABCD  , et  nommons  x cette  droite  in- 
définie. On  aura  en  vertu  du  n°  précédent,  et  en  faisant 
usage  de  la  notation  qui  y est  énoncée , 

A b ~b  cos  x')  -f-  c cos  (c , x)  -J-  d cos  (d,  x)  ; 

d’un  autre  côté  , le  triangle  rectangle  ABô  donne 

* 1.  jT_  J 1 > . * ( "j* 

A6  = a cos  (BAX)  : 

de  là 

a cos  (BAX)  = Z>cos  (£,*)  + c cos  (c,  x)  -(-  dcos  (d , x ); 
mais  en  général  cos  (2oo8r  — z)  — — cos  s , donc 
cos  (BAX)  = — cos  (BAX')  = — cos  (a,  x)  -, 

donc 

a cos  (a , x )+b  cos  (A , x)  -j-  c cos  (c  , ir)  -f-û?  cos  ( d , x)  = o. 

Ainsi  dans  le  calcul  de  cette  formule  , comme  dans  toutes 
celles  que  nous  donnerons  par  la  suite , il  faut  avoir  égard 
aux  signes  des  cosinus.  Là  règle  des  signes  est  même  sous- 
entendue  nécessairement  dans  l’énoncé  de  la  proposition  ac- 
tuelle , qui , sans  cela  , ne  serait  point  exacte. 
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34.  Dans  tout  polygone  J le  carré  d'un  côté  quelconque  est 
égal  à la  somme  des  carrés  de  tous  les  autres  côtés  , 
moins  deux  fois  les  produits  de  tous  ces  autres  côtés  mal-' 
tipliés  deux  à deux  et  par  le  cosinus  de  l’angle  qu’ils 
comprennent  (*). 

[Fig.  24.3  Soient  toujours  AB  = a , BC  = é , CD  = c , 
DA  ==  d..... , on  aura,  par  le  théorème  précédent , 

a ='  b cos  (a , b)  + c cos  {a,  c)  -f  d cos  (a  , d)  , 

A = o cos  (a,  6)  + « “s  (4,  c)  + i cos  (/> , d) , 

c — a cos  (a,  c)  -f-  b cos  {b,  c)  -j-  d cos  (c  , il) , 

d — a cos  (a,  d)  + b cos  {b,  d)  + c cos  (c  , d)  , 


Multipliant  par  a la  première  de  ccs  équations  , par  b 
la  seconde , par  c la  troisième , et  par  d la  quatrième  ; 
ensuite  ôtant  les  trois  derniers  produits  du  premier  , il 
viendra 

a^b'+c'+d*— 7.[bccos{b,d)-\-ldcos{by  d)+cdcos(c,  d)J  , 

résultat  qui  démontre  la  chose, et  fait  voir  que  la  propriété 
connue  du  triangle  ohliquanglc  n’est  qu’un  cas  particulier 
de  ce  principe  général. 

Pour  introduire  dans  la  formule  ci-dessus  les  angles 
mêmes  du  polygone , on  remarquera  que 

angle(6,  c)=C,  angle  (6,  oQ=C-l-D  — 2ooSr,  angle  (c,  d)=D, 

donc 

a%—  U1-)-  c“+  d1 — ofbc  cosC — bd  cos  (C+D)+ca?  cos  D]. 


(■*)  Cette  proposition  et  la  précédente  seraient  encore  vraies,  quand 
même  le  polygone  serait  gau che , c’est-ît-dirc  n’aurait  pas  scs  quatre  côtés- 
dans  un  même  plan. 
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La  même  méthode  appliquée  au  pentagone  ÀBCDE 
, donnerait 


_ , , . ,,  , , .riccosC— Wcos(C+D)+éecos(C+D4-E)~l 

= 6+t.+rf+e_L  +rrfcosD_cecos(D  + E)+ÆcosE  J 


équation  qui  a encore  lieu  pour  tout  autre  polygone , 
quel  que  soit  le  nombre  de  ses  côtés,  et  au  moyen  de  la- 
quelle on  est  en  droit  de  conclure  que  si  les  angles  d’un 
|K)lygone  varient  d’une  manière  quelconque , mais  que  les 
cotés  conservent  leur  grandeur  , la  somme  des  produits 
de  tous  ces  crités  multipliés  deux  à deux  et  par  le  cosinus 
«le  l’angle  compris  sera  toujours  uue  quantité  constante.  En 
effet,  en  Taisant  a ~ o , cette  propriété  se  manifeste  tout 
d’abord  pour  le  quadrilatère. 


Th/:oiü;mjî. 


35.  Le  double  de  l’aire  d’une  figure  rectiligne  quelconque 
est  égal  à la  somme  des  produits  de  ses  côtés  j excepté 
un  j multipliés  deux  lï  deux  et  par  les  sinus  des  angles 
qu’ils  comprennent. 

. a***  ! . . 

*ï  £Fig.  aa-3  Désignons  par  S l’aire  du  «juadrilatcre  cher- 
chée. Si  l’ou  prolonge  CD  et  AB  jusqu’à  leur  rencontre  en 
O , l’on  aura 

aire  ABCD  ou  S = OCB  — ODA; 

et  si  l’ou  fait  OA  ~ a. , OD  = y , le  principe  connu 
donnera 

OCB  = i (c -f-  y)  (n  -J-  *)  sinO, 

ODA  r=  «y  sin  O ; 

pour  lors 

S = ~ (c  -f-  y)  (a  •+■  et)  sin  O — j ay  sin  O 
= i ac  sin  O + j «y  sin  O -f-  { etc  sin  O. 

D’ailleurs  le  triangle  ODA  donnant  . .çp.àfc-  • 


't 
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d X si»  D : sin  O,  | 
X sin  A : sin  0,1 


d sin  D 

06  _ ISo ' 


ou  aura 


et  la  valeur  de  S deviendra 

A C'A 

S = j ac  sin  O l ad  sin  A -+■  4 ce?  s*11  D. 

On  peut  introduire  dans  cette  formule  les  angles  du  po- 
lygone , car 

(a,c)=0=A+D  — ■20oSr,  (ffl,if)=À,  (c,if)  = D; 
donc  » . 

S = î j" ad  sin  A — etc  sin  ( A + D)  -+-  cd  sin  jjj 

r • • ; * *» 

f * , . . • 

Un  procédé  analogue  donnerait  pour  l’aire  du  pentagone 

ABCDE[fîg.24],  . • 

r • ' P » 

, r~ab  sin  B — ac  sin  (B  sin  (B  C+D)~j 

* l_-f- Acsin  C'-^Arfsin(C-f-D)-{-coîsinD  J*  , 

et  ainsi  de  même  pour  tous  les  autres  polygones.  ^ ’ 

Il  ne  faut  pas  oublier,  en  appliquant  ces  formules,  qu’il 
s’agit,  comme  dans  les  nos  précédens,  des  angles  intérieurs 
du  polygone.  Le  principal  avantage  de  ces  mêmes  formules, 
c’est  qu’elles  dispensent  de  construire  une  figure.  Elles  se 
présenteraient  sous  une  forme  plus  symétrique,  relative- 
ment aux  signes , si  au  lieu  des  angles  intérieurs  du  po  - 
lygone  , on  employait  les  angles  extérieurs  j c’est-à-dire 
ceux  qui  sont  formés  par  un  côté  de  la  figure  et  le  prolon- 
gement du  côté  suivant.  H existe  d’autres  méthodes  pour 
évaluer  l’aire  d’un  polygone , ainsi  qu’on  l’«  vu  précédem- 
ment. En  les  employait  concurremment  ; on  aura  des 
moyens  de  vérification. 

Idée  de  la  résolution  des  Polygones.  » 

36.  [Fig.  22.3  Connaissant  dans  le  quadrilatère  ABCD 


/ 


• •'  I 
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les  côtés  b,c,d,e t les  angles  A , D ; on  demande  les  autres 

parties  de  ce  polygone.  , , 

On  voit  sur-le-champ  que  l’ordonnée  Ce  est  égale  a 

6 sin  (a , b)  = c sin  (a , c)  -4-rfsin(a,  d) , 

ou  bien  que 

ôsin  B = <£sin  A— c sin  (A +D)  ; C 1 

ainsi  on  obtiendra  immédiatement , par  cette  formule  , la 
valeur  de  l’angle  B. 

Maintenant  pour  trouver  le  côté  a , on  aura  recours  a 
la  formule 

a sin  {b , à)  — c sin  (ô  ,■ c)  + d sin  ( byd ), 

a sin  B = c sin  C — d sin  (C  D)  , 
qui  est  analogue  à la  précédente,  et  dans  laquelle  tous 
les  angles  sont  connus  , puisque  l’on  a ( b , c ) = 4ooRr 
A B — D ; ou  bien  l’on  emploiera  la  formule 

a=b  cos  (a  , b)  + c cos  (a , c)  + d cos  (a , d)  , 

démontrée  au  n°  32. 

De  ce  que  l’on  a 

b cos  (a  , 6):=  a — c cos  (o , e)  — rfcos(a,<f) 


et 


b sin  (a  , b)~c  sin  (a,  c)  + d sin  (a  , d)  \ 
il  s’ensuit  qu’en  divisant  ces  deux  équations  l’une  par 

I ^ 'î  1 1 1 rp 

rfsin  A — c sin  (A  D) 

tang  [a,  b),  ou  tang B _ B__rfcosA+cos  (A  -f-  D)  ’ 
et  par  la  même  raison 


c sin  D — b sin  (C  -f-  D) 
tang  A d — c cos  D -f-  b cos  (C  -f-  D) 


Telle  serait  la  formule  dont  il  faudrait  faire  usage  pour 
déterminer  le  troisième  angle  d’un  quadrilatère , si  1 ou 
connaissait  trois  de  ses  côtés  et  les  angles  compris  entre  les 
côtés  connus. 
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[Fig.  ?4  3 t)u  demande  de  résoudre  de  la  même  manière 
le  pentagone  ABCDE. 

L’inspection  de  la  figure  fait  assez  connaître  que  l’on  a , 
comme  ci-dessus , 

b sin  B = e sin  A — d sin  ( A -f-  E)  -J-  c sin  ( A -f-  E + D)  ; 
mais  si  au  lieu  de  calculer  B il  fallait  déduire  de  cette  équa- 
tion la  valeur  de  l’angle  A , on  serait  obligé  de  développer 
les  facteurs  dans  lesquels  cet  angle  se  trouve  engagé.  On  au- 
rait , par  exemple , 

b sin  B = e sin  A — d sin  A cos  E — d cos  A sin  E 

-j-  c sin  A cos  (D  -j-  E)  -4-  c cos  A sin  (D  -f-  E)  ; 

et  après  avoir  substitué  pour  cos  A sa  valeur  \/ 1 — sin2  A , 
on  verrait  que  l’inconnue  sin  A serait  donnée  par  une 
équation  du  second  degré.  ' 

Lorsque  dans  l’équation  précédente  l’on  a b = o,  le  pen- 
tagone se  change  en  quadrilatère,  et  pour  lors  on  a 

■ d sin  E — - c sin  (D  -f-  E)  ■ 

tan8  e — £ cos  e _|_c  cos  (D  -f-  E)  ’ 

ou  en  employant  la  notation  qui  convient  au  quadrila- 
tère ABCD , t 

• c sin  D — & sin  (C  -f-  D)  . -*  ’ 

tang  A — d_c  mI)  + b cqs  ^ + Dy  ■ 

comme  ci-dessus. 

Tels  sont  quelques-uns  des  cas  qui  se  présentent  dans 
la  résolution  des  polygones,  et  que  l’on  pourrait  traiter  par- 
la simple  Trigonométrie , comme  je  l’ai  fait  voir  ailleurs. 
J’engage  ceux  qui  veulent  acquérir  des  connaissances  plus 
étendues  sur  cette  matière  et  sur  les  propriétés  de  ces  fi- 
gures, à lire  la  Polygonométrie  de  M.  Lhuilier,  et  la  sec- 
tion IV  de  la  Géométrie  de  position  de  Carnot , deux  des 
ouvrages  les  plus  remarquables  en  ce  genre. 

Nous  allons  chercher  maintenant  les  propriétés  de  l’éten- 
due, par  une  autre  voie  analytique. 
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CHAPITRE  IL 


Notions  préliminaires  sur  V application  de  l Algèbre 
à lu  Géométrie. 


Equation  de  la  ligne  droite  j et  conséquences  qui  en 
résultent. 


3^.  La  plupart  des  formules  suivantes  n’étant  qu’une  ré- 
capitulation des  principaux  résultats  analytiques  connus  , 
nous  renvoyons , pour  tous  les  éclaircissemens  que  l’on 
pourrait  désirer,  aux  ouvrages  qui  ont  été  publiés  sur  celte 
matière;  et  nous  prévenons,  une  fois  pour  toutes,  que, 
pour  éviter  les  redites , les  numéros  qui  se  rapporteront 
au  Traité  d’application  de  V Algèbre  à la  Géométrie  par 
M.  Lacroix  ( 7e  édition) , seront  seulement  accompagnés 
des  deux  lettres  L.  C. 

Une  droite  qui  passe  par  l’origine  des  coordonnées  rec- 
tangles , a pour  équation 


y = (tx, 

a étant  la  tangente  trigonométriquc  de  l’angle  formé >pai 
cette  droite  et  par  l’axe  des  abscisses  , et  x , y,  étant  les  co- 
ordonnées courantes  j ou  l’abcîsse  et  l’ordonnée'  d’un  point 
quelconque  de  la  droite.. 

L’équation  d’une  droite  qui  ne  passe  pas  par  l’origine  des 
axes  [Tig.  25]  , est  généralement  représentée  par 

y — Aa  -f-  B , 

la  quantité  toute  connue  B étant  l’ordonnée  correspondante 
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a x =: o.  Nous  supposerons  en  général  les  coordonnées  d’un 
point  positives  ; autrement , nous  ferons  remarquer  la  cir- 
constance qui  nous  oblige  à les  prendre  négativement. 

Si  le  cours  d’une  droite  est  particularisé  par  l’équation 

y — ax  — b, 

c’est  alors  le  cas  de  la  figure  26. 

S’il  l’est  par  l’équation  ' *'■  v > 'v* 

' y = — ax-\-.b,  . . T , 

*"  * / 
c’est  le  cas  de  la  figure  27.  . 

S’il  l’est  par  l’équation 

v y — — ax—b,  \ ..  . . 

c’est  le  cas  de  la  figure  28. 

38.  L’équation  d’une  droite  parallèle  à l’axe  des  ordon- 
nées est  x = a. 

De  même  l’équation  d’une  droite  parallèle  à l’axe  des 
abscisses  est  y = b. 

3g.  Une  droite  assujettie  à passer  par  un  point" dont  le  s- 
coordonnées  sont  ai , fi,  et  a faire  avec  l’axe  des  abscisses  un 
angle  dont  la  tangente  est  a , a pour  équation 

...  y — fi  = a(x  — a).  V-  - 

Si  cètte  droite  devait  passer  par  un  autre  point  <t,  fi', 
son  équation  serait  de  même 

y — /3'  = a(*-V). 

Par  conséquent , en  éliminant  a entre  ces  deux  équations, 
celle  d’une  droite  passant  par  les  deux  points  dont  il  s’agit 
serait  • 

y~~ 18  — *)• 

* 

4o.  Deux  droites  sont  parallèles  entre  elles  lorsque  leurs 

équations  sont  respectivement 

* . , “ ’ M 1 ‘ « 

y — ax  -f-  b , y = ax  -f-  b'  ; 


. /,  » « i'i'%  T 

■ »•  " 
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p’est-à-dire,  quand  le  coefficient  de  x est  le  même  de  part 
et  d’autre. 

4,.  Aucune  des  équations  précédentes  ne  change  de 
forme  lorsque  les  coordonnées  x,  y,  sont  obliques-,  mais 
alors  a , qui  est  le  coefficient  de  * dans  ces  mêmes  équa- 
tions , désigne  simplement  le  rapport  d’une  ordonnée  à 
l’abscisse  correspondante.  Ainsi  , en  désignant  par  p une 
droite  quelconque , par  (p , x)  et  (p  , j)  les  angles  qu  elle 
fait  respectivement  avec  l’axe  des  x et  celui  des  y , on  a 

sin  ( p , *) sin(p,x) 


sin  (p , y) 
et  par  conséquent 

sin  (p , *) 


sin  (x , y — p , *)  ’ 


:*  f. 


y = • ï \ x-\-b 

sin  (p  >y) 


est  l’équation  de  la  droite  dont  il  s’agit , rapportée  aux  co- 
ordonnées obliques. 

42.  Deux  droites  représentées  par  les  équations  aux  coor- 
données rectangles 

y=zax-\-by  y=xa'x-\-b' 

sont  perpendiculaires  l’une  à l’autre , lorsque  l’équation 
m'+i=oa  lieu  ; c’est-à-dire  , lorsque  «'  est  avec  un 
signe  contraire  la  cotangente  de  l’angle  dont  a est  la  tan- 
gente. 

43.  Si  l’équation  d’une  droite  est  y — ax  ■+■  b , la  lon- 
gueur de  la  perpendiculaire  abaissée  sur  cette  droite  d’un 
point  dont  les  coordonnées  positives  sont  « , fi , sera  ex- 
primée par 

<2  —a*.— b 

y » + 

le  signe  supérieur  ayant  lieu  pour  le  cas  ou  la  droite  est 
située  entre  le  point  donné  et  l’axe  des  abscisses , et  le  signe 
inférieur  ayant  lieu  pour  le  cas  où  le  point  donné  est  entre 
la  droite  et  l’axe  des  abscisses. 
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44-  Deux  droites,  ou  deux  lignes  quelconques  qui  se 
coupent,  ont  à leur  point  d’intersection  les  mêmes  coor- 
données; ainsi  on  déterminera  analytiquement  ce  point , en 
résolvant  deux  équations  entre  deux  iuconnues. 

45.  Lorsque  deux  droites  qui  se  coupent  ont  pour 
équations 

y = ax  + b , y — a'x  -f  b', 

et  qu’elles  sont  rapportées  à des  axes  rectangulaires,  le  co- 
sinus de  l’angle  qu’elles  forment  entre  elles  est 

1 -f-  aa' 


1/(1  +«•)  (!+«'■*) 


«9*  « 

, Ba  f 


le  sinus  du  même  angle  est 

a' — a 

\/i—  a* 


et  sa  tangente  est 


i aa' 1 

le  rayon  des  tables  étant  égal  à l’unité.  Mais  lorsque  n-est 
négative,  cette  dernière  expression  se  change  eu 

a 4*  «' 


Dans  le  premier  cas , l’angle  dont  il  est  question  est  la 
différence  des  angles  dont  les  tangentes  sont  a , u ; et  dans 
le  second  cas,  il  en  est  la  somme. 

46. 11  est  intéressant  de  chercher  tes  modifications  qu’é- 
prouvent les  résultats  précédons , lorsque  les  droites  sont 
rapportées  à des  axes  obliques.  Parmi  les  moyens  que  l’on 
peut  employer  à cet  effet , celui  qui  dérive  de  l’iugénieuse 
théorie  développée  dans  le  n°  9 de  la  Correspondance  sur 
l’École  Polytechnique  , par  M.  français  , officier  au  corps 
royal  du  Génie,  me  parait  le  plus  naturel  et  le  plus 
élégant , et  mérite  d’être  ex|>osé  dans  les  ouvrages  élé- 
mentaires. 


*§«*  * 


Digltizi 


un  oéovii'thie. 


Par  exemple  , suil 


93 


. * y 

tx  — ay,  ou  p = - = - , 

“ p 


ti 


l’équation  d’une  droite  p , passant  par  l’origine  des  axes  , et 
rapportée  à des  coordonnées  obliques  y.  Si  sont 

les  coordonnées  rectangulaires  de  l’extrémité  de  p,  et  si 
Taxe  des  coïncide  avec  celui  des  la  partie  de  l’axe 
des  abscisses  comprise  entre  les  ordonnées  y et  yçj  sera  , 
en  vertu  de  la  propriété  du  triangle  rectangle, 

•r(0  x— y cos  (x,  y ), 

d où 

•^C.)  = ^ “H  J'  cos 

mais  les  trois  droites  *(o  > J’(i)  P formant  un  triangle 
rectangle,  on  aura  encore 

*CO  — ( cos  [p,x)-} 

égalant  donc  ccs  valeurs  , et  faisant  attention  que ! . 

x =z  ttp  , y — fip  , on  aura 

' - •.  ■ • 1 ■ . _ j m 

cos  (p  , x)  = a 4-/2  cos(jf,  y)  ; * ' * 


cos(  p,  x)  = - J>  4 -y  cos  (*,  jy)]  ; 

on  trouverait  de  même  que 

cos  (p , y)  = fi  + * cos  (x,  y), 


x*  • 


(0 


OU 


cos  (p  , y)  = - [y  4-  * cos  (x  , y)], 
f 


(*) 


Puis,  si  de  l’extrémité  de  x on  abaisse  une  perpendicu- 
laire sur  la  droite  p , cette  droite  sera  évidemment  com- 
posée des  deux  parties  x cos  (p  , *)  , y cos  (p , y)  ; de  sorte 
qu’on  aura 

f — x cos  (p , *)  + ,y  cos  (p , y) , (3) 


i = a cos  (p , x)  + fi  cos  (p , j)  ; 


('») 
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et  si  on  multiplie  par  p tous  les  termes  de  l’équation  (3)f 
'ensuite  qu’on  ait  égard  aux  relations  (i , 2)  , on  arrivera 
à cette  propriété  connue  du  triangle  obtusangle  pxy,  sa- 
voir : 

p1  = æ*  Ixy  cos  (x , y)  ',  (4) 

t ^ 1 m 

ou , ce  qui  est  de  même  , on  aura  cette  relation  -, 

I =et*4-^»4- 2a^cos( X,y)-,  (») 

. ? . . x2  y * 

puisque.  — = a9,  et  = fi\ 

Nous  ferons  remarquer,  par  occasion , que  les  équations 
(1,2,4)  seraient  celles  qu’il  faudrait  employer  immé- 
diatement pour  déterminer,  en  Mécanique,  l’intensité  et 
la  direction  de  la  résultante  de  deux  puissances , données 
elles-mêmes  d’intensité  et  de  direction , et  appliquées  au 
même  point. 

Il  est  aisé  de  voir  en  outre  que  datts  le  triangle  pxy , 

. on  a 

. . rsin(x,r) 

P 

. , N *sin  (*,.}')  -* 

— 7— »•* 

_ „ J/  ’Wï  i*'.'  .Il  ' f » V 

* v .»  * •-  * * , 

Ainsi , en  ditisant  ces  équations  par  celles  (1,2)  , il 

vient  - . ■ *' 


t /*. 


. / . *sra(a:,  y) 

y — y+xcoafay)' 

- Concluons  dë  cè  qui  précède , que  sri’éq#àti6n  d’une 
autre  droite  passant  par  l’origine  est  * • . • 

y-VJ*  > <■-.,*«  •'%’  ■ x i „t  ♦*  , » 

fi'x  ~ ou  p't=-;  = L 

_ J?*  • ■ ' * 

on  aura  entre  les  coefficiens  a'  , fi' , les  mêmes  relations 
qu’entfe  A,  fi. 
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Voyons  maintenant  quelle  est  l’expression  du  cosinus  de 
l’angle  formé  par  les  deux  droites  p , p'.  Si  l’on  désigne  par 
x,  y les  coordonnées  de  l’extrémité  de  p , et  par  x' , y 
celles  de  l’extrémité  de  p',  on  aura  pour  le  carré  de  la 
ligne  qui  joint  ces  deux  points 

f*  4-  p'*—  Vf  cos  (p , pO  = (*  — *')“  4-  CV  — y Y 

4-2(a  — *')  (y— y)  cos  (* , .y); 

développant  le  second  membre  , ensuite  substituant  pour 
x,  y , x,y,  leurs  valeurs  respectives  ap , fif  , «Y  , fi'f',  el 
réduisant  à l’aide  de  la  relation  (/t)  et  de  son  analogue  eu 
a',  fi',  on  obtiendra 

cos  (p , p')  = <**'  4-  fifi'  4"  («Z3'  4-  '*■'&)  cos  (v  , y)  , 
et  par  suite 

cos  (p  , p')  = « cos  (p',  *)  4-  fi  cos  (p',  y) 

= a!  cos  (p , x)  + fi'  cos  (p  , y). 

Nous  pouvons  vérifier  cette  expression  ,car  elle  doit  coïn- 
cider avec  celle  du  n°  4^  > lorsque  les  axes  sont  rectangu- 
laires. En  effet,  il  résulte  (le  cette  hypothèse , que 


- = tang(p,*)=a;  ^ = tang  (p',  x)  = a'  ; 

Ct  » 


et  que 


cos  (p  , y)  = sin  (f,x),  cos  (p',  y)  = sin  (p',  x)  ; 

ainsi  l’expression  dont  il  s’agit  devient 

cos  (p,p')  = ('  + «i>  cos  (p',  *) 

=s  (i  + aa ')  et'  cos  (p , *).  1 

Dans  la  même  circonstance  les  valeurs  ci  - dessus  de 
cos  ( p,  x)  et  cos  ( p' , x)  se  réduisent  et  sont  respecti- 
vement a,  a!  : donc , à cause  de • • •' 

» 


cos  (p,  .v)  = 


n°  cité  , 


V î 4-  tang*  ( f , x)  ’ 


on  a , comme  au 


Digijizedby  v^oogle  ; 
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Complétons  cette  théorie  , et  dans  cette  vue  cherchons 
la  relation  qui  doit  exister  entre  les  coefficicns  des  équa- 
tions de  deux  droites  perpendiculaires  entre  elles.  Pour  cet 
effet , si  nous  faisons  attention  que  la  longueur  de  la  ligne  p 
est  la  distance  de  l’origine  à la  droite  perpendiculaire  à 
cette  ligne  et  passant  par  son  extrémité , nous  devons  en 

conclure  que  l’équation  de  cette  perpendiculaire  est 

p =xcos  (p , x)  -\-y  eos  (f , y)- 
Si  donc , pour  abréger,  l’on  fait 

cos  (p , x)  = A , cos  (p , y)  — ®.»' 
la  relation  (m)  sera 


A*  -f-  B0  = i : 

telle  est  celle  qui  doit  avoir  lieu  entre  *,  fi,  A , B , pour 
que  les  droites  données  par  les  équations  aux  coordonnées 
obliques , savoir  , « ' * 

Ax  + By  = p 


y — ~x 

ai 


soient  perpendiculaires  l’une  à 1 autre.  On  a aussi 

A = « -f-  fi  cos(x,^)  , B = fi-\-  « cos  (x , .y); 
d’où  l’on  voit  que  quand  cos  (x,  y)  — o , ces  valeurs  satis- 
font à l’équation  de  condition  du  n°  42- 

L’équation  précédente  Ax  -f-  Bj  = p , d une  ligne 
droite  , prend  , en  la  divisant  par  p , cette  forme  très 
simple , 

et  ne  contient  de  la  sorte  aucune  constante  superllue.  Celles 
M,  N,  sont  appelées  les  paramètres  de  la  droite  , et  repré- 
sentent respectivement  les  portious  des  axes  comprises  entre 
cette  ligne  et  l’origine  des  coordonnées  ( p.  3cj . L.  C.) 


- 
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Equation  du  cercle  , et  solution  du  problème  concernant  un 
cercle  qui  en  coupe  deux  autres. 

fa.  L’équation  générale  du  cercle  aux  coordonnées  rec- 
tangles est 

(.0  (y—  £)*+  (*  — <*)”  = r'  , 

<*■  et  /8  étant  les  coordonnées  du  centre , et  r le  rayon. 

Lorsque  l’origine  est  rapportée  à l’extrémité  du  diamètre, 
l’équation  du  cercle  devient 

yix=2ix — x\ 

et  quand  l’origine  est  au  centre,  on  a simplement 
i-  +y  = r\ 

11  est  facile  de  s’assurer  que  l’équation  la  plus  générale  du 
cercle  aux  coordonnées  obliques  est,  d’après  le  n°  46  , 

(*  — *)*•+  (y  — 0)*+  2(y  — *)  ( y — Æ)  cos  (* , y)  = r’. 
Ainsi  les  trois  équations  ci-dessus  ne  sont  que  des  cas  par- 
ticuliers de  cette  dernière. 

Pour  tirer  quelques  conséquences  utiles  de  l’équation  (i), 
résolvons  le  problème  suivant  : 

PrOb.  Supposant  qu'un  cercle  C en  coupe  deux  autres,  C', 
C"  ; on  propose  de  déterminer  le  point  de  concours  des 
deux  cordes  d’ intersection  qui  sont  communes  aux  cercles 

CC',  CC". 

Solut.  Désignons  respectivement  par  r,  r , »•",  les  rayons 
des  cercles  C,  C',  C*,  et  par  a. , /8  les  coordonnées  rectangles 
du  Ier  cercle.  Prenons  le  centre  du  cercle  C pour  origine 
des  axes , et  le  centre  du  cercle  C"  sur  l’axe  des  x à une  di- 
stance de,  cette  origine  égale  à a.". 

Cela  posé,  les  équations  de  ces  courbes  circulaires,  rap- 
portées à des  coordonnées  rectangles  , seront 
(x-cty  + Cy-/ S)»  = r», 
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et  si  l’on  suppose  que  les  deux  premières  aient  lieu  à la  fois, 
ou , ce  qui  est  de  même,  que  les  * , y,  soient  les  coordonnées 
d’un  même  point , on  aura , en  soustrayant  ces  équations 
l’une  de  l'autre , 

2**  + 2£y  = /*  — r*+  -f-  iS”  ; (4) 

c’est  celle  de  la  ire  corde. 

Si  l’on  suppose  pareillement  que  la  première  équation 
et  la  deuxième  aient  lieu  en  même  temps , il  viendra , en 
les  soustrayant, 

2 a." x — lux  — 2/8 y = r3  — r"°  -f-  a"3  — a*  — /33  ; (5) 

c’est  l’équation  de  la  2'  corde*,  et  puisqu’au  point  de  con- 
cours de  ces  deux  lignes  les  valeurs  de  * ,y  sont  les  mêmes, 
on  aura  sur-le-champ  l’abscisse  de  ce  point  en  ajoutant  les 
équations  (4,5),  c’est-à-dire 


11  suit  de  là , que  le  point  cherché  est  sur  une  droite 
perpendiculaire  à la  ligne  qui  joint  les  centres  des  cercles 
C',  C";  cette  droite  est  ce  qu’on  appelle  l’axe  radical  de 
ces  cercles,  soit  qu’ils  se  coupent  , soit  qu’ils  ne  s’attei- 
gnent pas.  Son  équation  s’obtient  de  suite  en  feignant  que 
les  équations  (2  , 3)  s’accordent  entre  elles  ; et  comme  elle 
est  tout-à-fait  indépendante  du  rayon  et  de  la  position  du 
centre  du  cercle  C , il  est  évident  que  si  l’on  décrit  arbi- 
trairement un  cercle  qui  coupe  les  deux  autres  C'  et^" 
donnés,  les  deux  cordes  qui  joignent  les  points  d’intersec- 
tion concourront  à un  point  de  l’axe  radical.  ' 

Le  point  où  cet  axe  rencontre  la  ligne  des  centres  est 
dit  le  centre  radical  de  ces  mêmes  cercles.  La  différence 
des  carrés  de  ses  distances  aux  centres  des  cercles  est  donc 
égale  à la  différence  des  carrés  des  rayons  respectivement. 

Une  propriété  de  l’axe  radical  de  deux  cercles  est  que  les 
tangentes  menées  de  l’un  quelconque  de  ses  points  à ces 


■ i 
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deux  cercles,  et' terminées  à leurs  points  de  contact,  sont 
égales  entre  elles.  (Voyez  sur  ce  sujet,  dans  les  Ann.  math. 
de  M.  Gergonne , un  mémoire  intéressant  sur  la  théorie  des 
contacts  des  cercles,  des  sphères , des  cylindres  et  des  cpnes, 
par  M.  Durande,  tom.  XI.) 

Monge  appelle  centre  de  similitude  de  deux  cercles  , un 
point  de  la  droite  menée  par  leurs  centres , et  tel  que  ses 
distances  à ces  points  soient  respectivement  proportion- 
nelles aux  rayons  des  deux  cercles.  Ainsi , lorsque  deux 
cercles  sont  extérieurs  l’Un  à l’autre,  les  sommets  des  an- 
gles circonscrits  , tant  intérieurs  qu’extérieurs , sont  res- 
pectivement les  centres  de  similitude  interne  et  externe 
de  ces  cercles. 

On  a nommé  récemment  pôles  conjugués  d’un  cercle 
deux  points  en  ligne  droite  avec  son  centre , et  du  même 
côté  de  ce  centre  , tel  que  le  rayon  est  moyen  proportion- 
nel à leurs  distances  à ce  centre  ; d’où  il  suit  que  le 
sommet  d’un  angle  circonscrit  à un  cercle  et  le  milieu  de 
sa  corde  de  contact  sont  deux  pôles  conjugués  l’un  à 
l’autre. 

Considérons  maintenant  les  cercles  r,  r , r",  situés  sur  un 
même  plan  , rapportés  à des  axes  rectangles  et  donnés  par 
les  équations  suivantes  : 

(x  — a.)*  -f-  {y  — fi)2  = r2  ou  A = o , 

(*  — *y  + (jy  — fi')2  — r'2  k!  — o , 

(x  — «•)■  + (y  -fi y = r"  A"  = o.  * 

Lorsqu’ils  se  coupent  deux  à deux , les  équations  des 
trois  cordes  communes  à ces  cercles  sont  évidemment 

A — A'  = o,  A — Â"=o,  A'  — A"  = o , 
ou  bien 

(O  *(*'—*  )x+2(P—fi  )y—r2  — /»  +i 3,2—fi2, 

(2')  2 (*"—<*  )*  + 2(a"— fi  ' \y=r2  —/•"-h*'"—*1  +fi**—fi't 
(3')  2(«'’— ct')x+2(fi’  —fi')y—r'2—r"*+ct"2—*2+fi2—fi'2. 
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Or  l’une  de  ces  dernières  étant  compoVlée  par  les  deux  au- 
tres, il  s’ensuit. que  les  trois  droites  (*',  a',  3 ) concourent 
au  même  point  , quand  même  les  cercles  de  se  coupe- 
r&icnj  pas.  s ■ ' - , v + * * 't 

Transformation  des  coordonnées  sur  un  plan. 

48.  Cest  Surtout  pour  pouvoir  discuter  plus  aisément  les 
équations  des  courbes  en  les,  ramenant  à One  forme  plus 
simple,  sans  .cependant  leur  ôter  rien  de  leur  généralité  , 
que  l’on  fait  usage  de  la  transformation  des  axes-  Si  l’on 
veut  seulement  changer  l’origine’;  en  laissant  les  nouvelles 
coordonnées  parallèles  aux  primitives  ,on  fera,  dans  l’équa- 
tion d’une  ligne,  . V - ' •„ 

(i)  * =zt  + ct',  . 

a.  et  P étant  les  coordonnées  de  la  nouvelle  origine  , et  t,  u, 
les  nouvelles  variables  comptées  de  ce  £oint. 

Si  au  contraire  on  ne  veut  changea-  que  la  direction  des 
axes , on  emploiera  les  formules  t 

(2)  x = mt  +•  pu  , y = nt  + qu. 

Les  quantités  m , nf  p,  q+  ont  entre  elles  une  certaine  re- 
lation (n°  123  L.  C.)'  qui  fait  qu’elles  ne  peuvent  être.prises 
toutes  les  qudtre  à volonté.  Par  exemple , si  les  coordon- 
nées des  deux  systèmes  sont  rectangulaires,  on  a 

. m = cos  (t,  x)  , p — cos  (u , x) 
n — sin  (t , x)  , q — sin  (n , x) , 

(«,*)  — (<,*)  = iQ=  ioo°  ■;  * 

par  suite,  *_  ,%.■ 

m1  + n‘ 1 , />*  -h  q%  — 1 > 

mp  -f-  ray  = "o  , ra’  ~ 1 , 

et  par  conséquent 

m.2  — q1,  m~  q , P — n , 
m*  4-  P*  SE  t * . mn  •+•  pq  = ° ; 


$ . 
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tle  là 


: = mt  — nu , y — nt  mu  , 


ou 


(3) 


* = t cos  {t,  x ) — u sin  (/,  x),  1 
y = t sin  (i,  x)  -f-  u cos  (f,  x)/  J 

et  réciproquement , , ' 

t = x cos  ( t , x)  + y sin  ( t , x ) , ' 
u — y cos  ( t , x)  — x sin  (*,  x)  , 

d’où  l’on  voit  qu’en  faisant  dans  ces  dernières  formules, 
t~  o,  u=:  o , on  aura  les  équations  des  nouveaux  axes 
u et  t. 

Si  les  axes  primitifs  étaient  droits,  et  que  les  axes  du 
second  système  fussent  obliques  , on  aurait 

* = * cos  ( t , x)  + u cos  («,  x),  ) 
y — t sin  (t,  x)  -j-  u sin  ( u , x).  ) 

Pour  changer  à la  f<ÿs  l’origine  et  la  direction  des  axes , il 
ta  Ht  donc  employer  en  général  les  valeurs 

(5)  x.^x  tnt  + pu  -+-  a , y — nt  -f-  <]u  -+-  fi- 

On  passe  d’un  système  de  coordonnées  obliques  à un  sys- 
tème de  coordonnées  rectangulaires  , l’origine  restant  d’ail- 
leurs la  même , à l’aide  des  formules 

‘HjV  • I J*  ^ • . . . / *> 

x sin  ( u , x)  —y  cos  ( u , x) 

«sin  (u,  x — t,x)  ’ • ■ 

it y cos  ( t,  x ) — xsin  ( «,  x ) 

_ . sin  (u,x—  t,  x)  • ’ ^ 

ou  pour  simplifier  la  notation, 

^ x sin  g —y  cos  p y cos p — x sin  q 

1 sin  (yq — p)  ’ sin  (y — p)  .’ 

celles-ci  dérivent  essentiellement  des  «quations  (4)  résolues 
par  rapport  à t et  à u. 

On  fait  encore  un  fréquent  usage  des  coordonnées  po- 
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laires;  et  l'on  sait,  à cet  égard,  qu’en  nommant  r le  rayon 
vecteur j on  a 

(7)  x — r cos  ç , y—r  sin<p, 

<p  étant  l’angle  que  ce  rayon  fait  avec  l’axe  des  x.  Donc 
réciproquemment  l’on  parviendra  à une  équation  entre 

1 et  y en  substituant  dans  celle  d’une  courbe , — — • ^ 

■ • t/^  + y 

• a.  X 

pour  sin  <py  et  — pour  cos  0. 

iA*  ■+-  y 

Des  differentes  formes  que  prennent  les  équations  des 
courbes  dy  second  degré  , eu  égard  aux  axes  des  coordon- 
nées auxquels  ces  lignes  peuvent  être  rapportées. 

4g.  L’équation  générale  des  courbes  du  second  degré  est 
représentée  par 

(1)  Ay“  -f-  Bxy  -f-  Ci1  -{-  Dy  -f-  E*  = F , * 

l’origine  des  coordonnées  rectangles  étant  située  d’une  ma- 
nière quelconque  sur  le  plan  de  la  courbe.  Pour  recon- 
naître l’espèce  de  courbe  à laquelle  cette  équation  se  rap- 
porte , dans  le  cas  où  les  coefficiens  A , B , C,  etc.,  acquièrent 
des  valeurs  particulières , il  suffit  d’avoir  égard  aux  trois 
premiers  (n°  126.  L.  C.)  Par  exemple,  l’équation  pro- 
posée , lorsqu’elle  ne  peut  être  décomposée  en  deux 
facteurs  linéaires  , est  à l’ellipse , à^la  parabole  ou  à l’hy- 
perbole , selon  que  4AC  est  plus  grand , égal  ou  plus  pe- 
tit que  B*. 

5o.  Lorsqu’on  résout  l’équation  précédente  par  rapport 
à l’une  des  variables , à y par  exemple,  on  obtient  u%  ré- 
sultat de  cette  forme , 

— (B*4-D)  ±y/M  ’ 

2 A 

Si  l’on  ne  prend  de  cette  valeur  que  la  quantité  ration- 
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«elle  , on  aura  pour  équation  de  l’un  des  diamètres  de  la 
courbe , 

2Ay  -+■  B*  -f-  D = o ; 

cette  ligne  partage  en  deux  parties  égales  toutes  les  cordes 
menées  parallèlement  à l’axe  y des  ordonnées , et  passe 
par  conséquent  par  le  centre  de  la  courbe. 

Par  le  moyen  de  la  transformation  des  axes , il  est  pos- 
sible de  simplifier  beaucoup  cette  équation  générale.  En 
effet , on  la  ramène  à la  forme 


« 


AV-f  BV  = F, 


lorsque  l’origine  des  coordonnées  est  transportée  au  centre 
de  la  courbe , et  cela  en  y faisant  d’abord  x = x'  -f-  * » 
y = y'  -h  fi , pour  faire  disparaître  les  termes  affectés'  de 
la  première  puissance  de  et  de  y , et  ensuite  en  posant 
x’  = mt  — nu  , y'  = nt  -f-  mu  pour  ôter  le  produit  ut. 
Ou  bien  elle  devient,  par  des  substitutions  inverses  , 

(3)  A'f  + Cu*  — E'b=o; 

ce  qui  place  évidemment  l’origine  des  axes  sur  un  point  de 
la  courbe. 

Si  l’on  avait 


(4) 


A'*1  -f-  B' ni  -f-  C'u*  = o , 


cette  équation  représenterait  le  système  des  deux  droites 
passant  par  l’origine  des  coordonnées  ; car  en  la  résolvant 
par  rapport  à la  variable  t,  on  aurait 

f—  B'  zfcv/B'*  — 4A'C'\ 

v ^ r 

L’équation  (2),  qui  appartient  seulement  à l’ellipse  ou 
à l’hyperbole , selon  que  A'  et  B'  sont  ou  ne  sont  pas  af- 
fectés du  meme  signe , devient , en  la  mettant  sous  une 
forme  liomogène , 
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On  aurait  encore  une  parabole  dans  l’cquation 
m n 

car  en  chassant  la  puissance  j pour  n’avoir  que  des  puis- 
sances entières , on  parviendrait  ,'par  deux  opérations  suc- 
cessives, à une  équation  complète  du  second  degré  entre 
les  variables  x,y,  et  qui  satisferait  à la  condition  4AC=Ba, 
énoncée  ci-dessus;  mais  alors 'la  parabole  serait  rapportée 
à deux  de  ses  tangentes , ainsi  qu’il  est  aisé  de  s’en  as- 
surer. 

5i.  Les  applications  de  l’analyse  à la  Mécanique  et  à 
l’Astronomie  exigent  souvent  que  l’on  rapporte  les  courbes 
du  second  ordre  à leurs  coordonnées  polaires.  Par  exemple  , 
si  dans  l’équation  de  l’ellipse 

ay  -4-  = a*ô4  , v 

ou  • t ‘ , « . ' '■ 

•>*+(»  — e»)*;  = a*(i—  e4), 

c= étant  le  rapport  de  l’excentricité  au  demi- 

grand  axe , on  fait 

x = ae  -f-  r cos  <p  , y = r sin  <p  , 

pour  transporter  Porigine  des  coordonnées  au  foyer  de 
cette  courbe , situé  du  côté  des  x positives , il  viendra 

•r  «tl  V 

r*  sin'ip  + ( i — e4)  (ae  -f-  r cos  $)4  = a4  ( i — e4)  ; x 

puis  développant  et  faisant  attention  que  sin49-f-cos4ç>  = i, 
on  aura,  après  les  réductions, 

r4  -f-  2(1  — e4)  aer  cos <p  — e4r4  cos4^  = a4(l  — e4)4  ,' 

ou  bien  / 

r4  = [a(i  — e4)  — er  cos  p]4. 

Enfin,  extrayant  la  racine  carrée,  et  tirant  la  valeur  de  r , 


TV- 


Ig 


9 
■ s 
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on  obtiendra  l’équation  polaire  de  l’ellipse  , savoir  ; 
_ a(i  — e*) 

* x -f-  e cos  <p  ’ 

qu’on  peut  encore  mettre  sous  cette  forme 


A(i  e1)  _ 

i -f-  e cos  <p  / h 


K2- s) 

e-r 


costp 


en  désignant  par  h la  distance  a -f-  ae  du  foyer  au  sommet 
de  la  courbe  le  plus  éloigné  de  ce  point. 

L’équation  polaire  de  la  parabole  se  déduit,  par  une  mé- 
thode semblable , de  ya  = px , en  faisant  dans  celle-ci 

» x = kp  + r cos<p,  j'  = rsinp. 

En  effet , on  a d’abord 

r» 

' ra  sin‘?  = rP  cos  p , 

et  ensuite 

• r*  = (ip  + r cos  ç>y-, 

’énfin  . . ...  • • 

h 


— IL. 


sin*  ; <p 


..  x — cos  tp 

Mais  on  obtient  tout  d’abord  ce  résultat,  en  faisant  a infini 
dans  la  secOnde  valeur  de  r relative  à l’ellipse;  car  alors  la 

h -,  .* 

fraction  - — o , et  l’on  a seulement 
a 

2 h ip 


i — co  s (p  x — co  s <p 


à cause  de  h = \p. 

L’équation  polaire  de  l’hyperbole  est  de  même  une  con- 
séquence de  celle  de  l’ellipse.  En  effet , en  supposant  dans 
celle-ci  a négatif,  et  e plus  grand  que  l’unité,  c’est- 

à-dire  e = ^ ^ ^ > l’équation  polaire  de  V hyper- 
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}>ole  est 


a(  1 — e*) 


1 -+■  e co  s 1 p 

résultat  auquel  conduirait  d’ailleurs  le  calcul  direct  em- 
ployé ci-dessus  pour  les  deux  autres  courbes. 

Méthode  générale  pour  mener  des  tangentes  aux  courbes.  ^ 

52.  Parmi  les  diverses  méthodes  analytiques  que  1 on 
peut  choisir  pour  résoudre  le  problème  des  tangentes  , la 
suivante , qui  a beaucoup  d’analogie  avec  celle  que  M.  La- 
croix a exposée , est  assez  remarquable  par  sa  simplicité. 

£Fig.  29.3  Soient  et,  fi  les  coordonnées  positives  du  point 
M ; l’équation  de  la  droite  cherchée  sera 

(1)  y — £ = A (x  — a.). 

Pour  rapporter  les  points  de  la  courbe  NN’  a des  coordon- 
nées polaires,  et  placer  en  même  temps  en  N 1 origine  de 
ces  coordonnées  , on  fera  (n°  48)  , 
x — x'  -j-  r cos  ç , 
ou  pour  abréger , 

xx=x’+rp,  y —y  ~h  rq  , 

x'  et  y'  désignant  les  coordonnées  du  point  N commun  à la 
courbe  et  à la  sécante  NN'. 

Ces  valeurs  étant  substituées  dans  l’équation 

(2)  y*  = mx  -f-  nx' 

des  courbes  du  second  ordre , on  aura  - 

(^'  -+•  rq)1  = m (*'  + rp)  n (ar'-f-  rp  )*. 

Si  l’on  développait  cette’équation , et  qu’on  ordonnât  par 
rapport  à r;  il  est  évident  que  l’on  obtiendrait  un  résultat 
de  la  forme  suivante, 

Mr’+Br-f-C^o,  >.* 


■ v * 

.y  —y’  -h  r sin  Ç , 
* * 


’x . 
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lequel' se  réduirait  à » n ' *.•  * • • 

; Mr-t-B  — o,  ..  • “ 

puisque  C , qui  est  indépendant  de  r , a pour  valeur. 
y* — ira*' — nx'%,  comme  il  résulte  du  développement  ef- 
fectif de  Péquation  ci-dessus  , et  que  cette  valeur  est  nulle  ' 
en  vertu  de  la  relation  (2).  Ainsi,  en  supposant  que  la 
partie  NN'  = r de  la  droite  MN'  s’anéantisse , cette  droite 
sera  tangente  à la  courbe , et  résoudra  la  question  ; donc  alors 

•y  : ;*V  ■■■ 

Telle  est  l’équation  qui  exprime  la  condition  du  contact. 
On  peut  donc,  dans  le  développement  d3nt  il  s’agit , n’avoir 
égard  qu’aux  termes  multipliés  par  la  première  puissance 
de  r;  àinsi  l’on  a ■»  * # * 


d’où 


— _ / 1 /t 

B = 2 y q — mp  — ?.ripx  ~ o , 

/♦if.V  ■$,  *■  , ■ 

g . ira  4-  2.TIX, , 

— A — f , 

P.  , , * 

• « -* 


<’ 


par  conséquent  l’équation  (1)  de  la  tangente  devient 
♦ f.nx  -f-  ira 


y — £ = 


2/ 


: (*  v <*)• 


(TV 


Si  le  point  M était  „donné  sur  la  cour  lie  même , on  agi- 
rait a.  *=  *'  et  fi  — y' , " et  pour  lors  l’équation  piféoé- 
dente  deviendrait , en  ajoutant  mx'  — nu/  dans  le  second 
membre , * ‘ » 

2 \yy'  = x'  (2 nx  + ira)  -f-  mx . (T') 

. V # * ( • m * 

Les  mêmes  considérations  appliquées  à l’équation  des 

lignes  du  second  ordre  , dépourvue  du  rectangle  des  coor- 
données , savoir  : ■ 

VVC**+Py  + E*=sa, 

conduiraient  à cette  équation  symétrique  de  la  tangente 
menée  par  un  point  (*',  ÿ)  de  la  courbe , ' 

(2C*v+  E).v + (»Ay  + d )y  + Ex  + p y = o. 


Digitized  by  Google 


, r « DT.  aéoMÉTBTT-  . j OQ 

; J , * ^ 

Si  cette  droite  passait  par  un  point  extérieur  (a ■ /3) , son 
équation  prendrait  la  forme 

(2Cx'4*E)a  + (2A y'-/-  D)  fi  4-  Ex' -j-  Dy' = o , 
ou  * 

f»  . •<»,, ' Jr  {4. . t»  aj***  ■ 9 . * « "" ’ r 

(2C*  + E)  *'+  (aAjS  + D)  /+  E*  -f-  D/t  = o ; 

maïs  au  point  de  contact,  on  a évidemment 

A/3  + Gr'3-+-D/-}-Ex'=o;  V 

il  ne  reste  donc  qu’à  combiner  entre  elles  ces  deux  der- 
nières équations  pour  avoir  les  coordonnées  x , y de  ce 
point. 

Enfin,  il  n’est  pas  clilHcile  de  voir  que  si  l’on  prenait  l’é- 
quation complète  des  courbes  du  second  degré , 

Ay1  -f-  Bx_y  -f-  Gr3  -f-  Dy  Ex  = F ; 
celle  de  (a  tangente  menée  par  le  point  x’, y,  z,  pris  sur 

cette  courbe , serait 

“ VN  * “ * * ' 

(2  V + Bx'  + D)  y 4-  (2Cx'+  B/  + E)  * 

+ IV  + Ex'  — 2F:  *- 

d’où  il  résulte  oette  règle  de  Mnémonique  , très  commode 
pour  retrouver  de  suite  ceftc  équation  de  la  tangente: 
Écrivez  deux  fois  de  suite  l’équation  de  la  courbe  l’une 
au-dessus  de  l’autre.  Dans  la  première  ligne,  changez  x3 
en  x'x,  y 3 en  y y,  et  le  rectangle  xy  en  x'y. 

Dans  la  seconde  ligne,  changez  x3  en  xx',  y*  en  yy\  et 
le  rectangle  xy  en  xy  ; de  plus,  mettez  x',  y',  au  lieu  de 
x ^y  dans  les  termes  linéaires  restans;  alors  la  somme  de 
ces  deux  équations  ainsi  modifiées  sera  l’équation  de  la 
tangente.  . 

53.  Soit  la  parabole  [Fig.  3o  ] dont  l’équation  est...  . 
y 3 = px'  ; on  a dans  ce  cas  , m — p et  » = o j ainsi  l’é- 
quation de  la  tangente  à cette  courbe  devient , en  vertu- 
de  la  dernière  formule  (T')  ci-dessus, 

■xyÿ  = p (x  -f-  x). 
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Lorsque  l’on  assujettit  cette  droite  à pâsser  par  un  point 
extérieur  à la  courbe,  et  dout  les  coordonnées  positives- sont 
* et  fi  , U est  évident  que  l’on  a ' * . 

2$/  = P (*'+«0  > *• 

mais  si  le  point  par  lequel  doit  passer  la  tangente  TM  était 
situé  dans  l’angle  YAT  , l’abscisse  <*  serait  seule  négative , 
et  l’on  aurait  conséquemment 

. ' 7./3y' z=  p (x  — et).  . - . 

54.  Une  méthode  absolument  semblable  à celle  du  p°  52  r 
et  appliquée  à l’équation 

y * = m X'1  + Tl  y 

commune  à l’ellipse  et  à l’hyperbole,  en  prenant  leurs 
centres  pour  origine  des  coordonnées,  conduirait  à l’équa- 
tion de  la  tangente  rapportée  à la  même  origine:  aussi 
trouverait-on  pour  cette  équation  ,/ 


~Jt  J 
Tïl  X 


. % -(*-*>!  . v, 

mais  lorsque  le  point  donné  est  celui  du  contact,  on  a 

<t  = x , H —y  , ...  v 

' . - . ^ T 

et  pour  lors  ce  résultat  se  change  en  cet  autre  , 

' v , y y = rrixx'  + ri,  ■ r 

après  avoir  ajouté  du  même  côté  ri  — ri  et  réduit. 

55.  Pour  appliquer  cette  dernière  formule  à des  cas 
v — J»  ' *• 

particuliers,  soit  d’abord  y a ==  — (a2  — x’1)  ; alors  on  a 

z>a 

tri  — . ri  — b1  , et  la  substitution  de  ces  valeurs 

a*  ~ 

donne 

(i  ) riyy  + tfxx  = a'tf. 

Dans  cette  équation  les  coordonnées  courantes  de  la 
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tangente  sont  x , y y ainsi  en  supposant  que  cette  droite 
dût  passer  par  un  -point  M donné  hors  de  la  courbe,  on 
changerait  * en  <t  et  y on  fi  , et  l’on  aurait  pour  équation 
de  la  tangente  MT, 

(2)  a' fi \ÿ  -f  ÛW  = a*b'.  .*■ 

Mais  comme  par  le  point  M on  peut  mener  à l’ellipse 
deux  tangentes  MT,  MT",  l’équation  de  la  tangente  MT" 
serait,  en  désignant  par  x",  y"  les  coordonnées  du  point  de 
contact  T"  supposé  au-dessous  de  l’axe  des  a-, 

(2')  b'ax"  — a'fiy"  = a'b'  , 

puisque  l'ordonnée  y"  située  au-dessous  de  cet  axe  doit  être 
prise  négativement. 

Cela  posé,  la  corde  TT"  menée  par  les  points  de  contact 
des  deux  tangentes  dont  il  s’agit , en  tant  qu’elle  est  assu-' 
jettie  à passer  par  le  point  T'  ou  par  les  deux  points  T,  T",  A 
a généralement  pour  équation 

(3)  Y—  y=A(X  — x)  ou  y'  -t-y"  = AÇx'  — x") , 

A étant  un  coefficient  qu’il  s’agit  de  déterminer.  Or  on  tire 
des  équations  ( 2 , 2'  ) 

, . (/+  y")  + (*'  - x")  = o , , 

b*Jt  . 

x'  — x"  a? fi 

Mettant  cette  valeur  dans  l’équation  (3) , il  vient 

aa/3Y  -f  #**X  ~a‘@/  + b'ax,  ... 

ou  bien , à cause  de  la  relation  (2) , 

(4)  a*/3Y  + ÛVX  = a«é». 

Il  suit  de  là  que  l’équation  de  la  tangente  MT'  et  celle  * 
de  la  corde  TT'  n’en  forment,  à proprement  parler,  r' 
qu’une  seule.  Il  y a cependant  cette  différence  remarquable,' 
que  dans  (2)  les  coordonnées  x , / sont  celles  du  point 

% 


«6* 


j 
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de  «on tact.,  dans  <(j,  Xv  Y,  désignent  les 

coordonnées  courante^  y * , -,  p - 

Lorsqu’il  s’agit  du  cercle  dont  l’équation  est  x'+y'.'—r', 

on  a * 1-"^  ■ . , _ y 'A-  : 


b — a ==  r , ou  /rt'  — ■ 


•»  V 


ainsi  l’équation  de  la  tangente  devient#  y ' 

X ^ n - • * -S 1 r • 

. (5)  «*• +yÿ  ^ ^ ou  y =. ~ ? ■*•+  7 ' * 

Il  suit  de  là.que  si,  les  coordonnées  du  centre  d'un  autre 
cercle  du  rayon  r étaient  désignées  par  et,  ^ etjpîç  par 
cons^qÙCTtt  l’éguation  de  ce  cercle  fût  .*£ 

celle -de  sa  tangente  serait  ...  \ , 


(*-  u)  (*"  - «)  + (y- fi)  (Y  ~fi)=  r*’ 


ou 


c6)  y—  ’*■  / — ^ ' 

4 Pour  qü*e  ees“  deux  courbes  aient  la'  même  fangente  , il 
faut  .qùe' les  équations  ( 5 , 6j  soient  identiques  , c’est-a- 
diné  que 

*'  *"— * ■ -g**  . « Y ~ 4 + À (/  — /3)  +/- 

y * 


K y 

d’où  l’on  tiré  aisément 


U 1 

«f  ' 


JlJ 

r y 


X . * ' Y 

v'—i  &v  ’ y ra — <wc' Æv' 


-fiy”  J - ’Y^-^—fiy 

1 V ' w • -*r 

Mais  à cause  de  l’équation  du  second  cercle  et  dr  celle  du 
premier  cercle,  on  a , après  avoir  substitué  ces  valeurs  et 
réduit^,  * ** 

puis  après  avoir  extrait  la  racine  carrée  des  deux  membres , 
il  vient 

(7)  a*' -M/  = r(r—  /)  , 
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•X  _ r(r—  r)  — Py' 

V~  7 — ’ 

valeur  qui  change  l’équation  (5)  en  celle-ci  ^ 

l «y  j y 

Telle  est , en  général , l’équation  d’une  tangente  commune 
à deux  cercles  , et  dont  un  des  points  de  contact  sur  le 
cercle  r a pour  ordonnée  y . On  caractérisera  les  tangentes 
que  l’on  considère,  en  attribuant  un  signe  convenable  à cha- 
cun des  rayons  r,  r , qui  ont  été  supposés  tous  deux  positifs. 

Lorsqu’on  fait  passer  l’axe  des  x par  le  centre  du  second 
cercle , on  a fi  = o , et  l’équation  de  la  tangente  prend 
cette  forme  : , 

- (r  — r)x 

— (r  — r'Y  ’ 

h cause  àe.  y =.±\/ r*  — et  de  l’équation  ( 7 ) qui 
donne,  dans  la  même  circonstance , 


- y- 


k. 


r(r  — r ) 
* — T» — 


•T 


Il  est  à remarquer  que  cette  équation  (7)  est  celle  de  la 
corde  de  contact  des  deux  tangentes  qu’il  est  possible  de 
mener  symétriquement  aux  deux  cerclés  r,  r ; mais  alors 
x , y doivent  être  considérées  comme  les  coordonnées  cou- 
rantes d’un  point  quelconque  de  cette  corde  du  cercle  r. 

56.  Il  est  très  important  de  remarquer  que  l’on  par- 
viendrait encore  % des  résultats  tout-à-fait  semblables  à 
Ceux  des  n"  précédent,  relatifs  aux  tangentes,  quand 
même  l’axe  des  ordonnées  , mené  toujours  tangentielle- 
ment  à *la  courbe  proposée  ou  parallèlement  à l’un  de  ses 
diamètres  conjugués,  ne  ferait  pas  un  angle  droit  avec  l’axe 
des  abscisses  ou  l’autre'diamètre.  La  raison  est  que  les  pro- 
priétés des  courbes  du  second  ordre  sont  les  mêmes  par 
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rapport  à leurs  diamètres  que  par  rapport  à leurs  axes 
mais  dans  ce  cas  le  coefficient  de  x,  dans  l’équation  géné- 
rale de  la  tangente,  ne  doit  plus  être  considéré  comme 
une  tangente  ^rigonométrique  (n°  40  '>  c’est  au  contraire 
une  droite  menée  parallèlement  à l’axe  des  ordonnées  par 
l’extrémité  d’une  abscisse  constante  prise  pour  unité*,  et 
terminée  à 1^  tangente  à la  courbe. 

Voilà  les  préliminaires  avec  lesquels  il  est  important 
de  se  familiariser , pour  pouvoir  comprendre  les  solutions 
ou  les  démonstrations  des  propositions  qui  vont  suivre.  Je 
ne  m’arrêterai  point  à rappeler  le  grand  nombre  des  pro- 
priétés fondamentales  dont  jouissent  les  lignes  du  second 
ordre  , parce  que  le  Traité  d’application  de  V Algèbre  à la» 
Géométrie  j par  M.  Lacroix;  V Essai  de  Géométrie'  analy- 
tique , de  M.  Biot  ; la  Théorie  des  courbes  ; par  M.  Bou- 
cliarlat  ; enfui  les  Annales  de  Mathématiques  pures  et  ap- 
pliquéesj rédigées  par'M.Gergonne,  ne  laissent  rien  à désirer 
sur  ce  sujet. 
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CHAPITRE  III. 


Des  Problèmes  déterminés  } et  de  quelques 
Théorèmes  de  Géométrie. 


'b 


■ 57.  LqfcsQüE  toutes  les  conditions  d’un  problème  sont 
exprimées  par  des  équations  , les  inconnues  se  trouvent 
nécessairement  ‘liées  entre  elles  par  les  relations  qu’elles 
ont  avec  les  quantités  données.  Alors  s’il  existe  autant 
d’équations  distinctes  qu’il;  y a de  quantités  à découvrir, 
le  jjfoblème  n’est  susceptible  que  d’un  nombre  limité  de 
solutions,  et  en  pareil  cas  il  est  dit  déterminé'.  Telles  sont 
les  questions  suivantes  : 

> 

, . PROBLÈME.  * * - 

‘ ’ '’ijLkï»  v.'  ^ V ' • V 

Déterminer  il’ aire  d’un,  triangle  et  d’un  polygone  recti- 
lignes quelconques  j en  fonction  des  coordonnées  des 
sommets  de  leurs  angles. 

• ■ * / » 

i°.Soit  le  triangle  AMM'  [fig.  10]  ayant  son  sommet  à l’o- 
rigine des  coordonnées  rectangles,  et  désignons  par  xy,  x y , 
les  coordonnées  des  points  M,  M'.  L’aire  T de  ce  triangle  a 
évidemment  pour  expression 

T = aire  AMP -f- aire  PMM'P' — aîre  AM'P'.  . 

Mais. 

* aire  ÀMP,  = — , aire  PMM'F  = y-^X.  (*'  _ *) , 


aire  AFM'=^; 


donc 


T = î {*y  — */)• 


8.. 
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a*.  Représentas  par  MiMgMjM^Ms  les  sommets  des  an- 
gles d’un  pentagone  quelconque , et  par  xy,  , 

xgyi  , ary's , les  coordonnées  rectangles  de  ces  points , tous 
situés  dans  l’angle  des  coordonnées  positives;  l’aire  cher- 
ch'ée  S sera  évidemment  égale  à celle  des  deux  trapèzes 
M,P5,  M5P4,  moins  la  somme  des  trois  trapèzes  M,Pa  , 
MaP3 , M5P4 , ou  en  style  algébrique  , 

2 = i (.y,  f ys)  (*s  — *.)  + i (^5  + ^4)  (*4  — *s) 

—i&.+  y »)  (*» — *0  — fi  C y»  -h  yî)  (*3—  a:.)  ’ 

— ï (ys  -t yà  (xi~  *3)  ; 

Mais  en  réduisant  l’on  a plus  simplement 

s ==  i [(  y»  —ys)*>  4-  (ys  —y-)**  + (y*  - y»)*s 

+ (ys  —yd*'i+  (y*  — y&* & 

Généralement,  si  n est  le  nombre  des  angles  du  polygone 
rectiligne  , et  que  x„yn  soient  les  coordonnées  du  point  M,  , 
l’aire  lm  de  ce  polygone  sera  donnée  par  la  formule  sy- 
métrique  * . 

• • * , • 

s»  = ï [(y»—yn)*,  + (y  s — *.)*.  + (y+  —yà*s  -K  • • 

• # -F  Cri  — 

dont  la  loi  des  termes  est  manifeste.  ‘ 

*v  Problème. 

• - •••>'  / • 

58.  Trouver  là  relation  qui  existe  entre  la  droite  menée  du 

sommet  d’un  triangle  rectiligne  sur  le  milieu  de  sa  base 
et  les  trois  côtés  de  ce  triangle. 

t * . • 

^ [[Fig.  3 1.]  Soient 

AB  = c,  AM  = c',  ’ i‘ 

AP  = x,  PM  = y , ME  z. 

Les  triangles  rectangles  APM,  BPM  , fourniront  respec- 
tivement les  équations  . 'f 

y = c'*-AT*,  y*  = e”*-(e  — x)V 
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par  le  moyeu  desquelles  on  obtient 

* c*  4-  c'î  — c“* 


n7 


O) 


2C 


ac“c'*-f-  2c*c"*  -f-  ac'V  — c*  — c'^—  c** . 

(2)  -y  T-,  -- r--n  ^T- -7-w-> 

• • 

BP = --77  e -Zt 

2C  * . 


et  par  suite 


Lorsque  c"  c',  AP  est  le  plus  petit  segment , et  l’on  • 


. PE==  ÀE  — AP  = ! 


— c" 


2C 


or , a cause*  de  EM  *=  PM  -f-  PE  , on  a , en  employant  les 
expressions  algébriques. 


* 'â 


•, • ac*  C'*+2C,C<,?'4-^C/ -c** — d — </^c“  * +c'-l — 2c'V*4-c"4 

4c*-  * 

Chassant  le  dénominateur  et  réduisant , il  vient , pour  la  re- 
lation cherchée,  , v * 


ou  bien 


, 4*‘  = æ'*  4-  a — c*, 
az*  + 2a*  = a'a;*f*  o8*,* 


en  changeant  c eu  ia , c'  en  a,  et  c"  en  a“. 

Cette  proposition , *qui  est  la  quatorzième  du  troisième 
livre  de  là  Géométrie  de  M.  Legendre,  pourraitètre  sans  doute 
résolue  plus  brièvement,  en  partant,  comme  l’a  fait  ce  sa- 
vant géojnètre , de  la  propriété  du  triangle  obliquangle  ; 
rnais^  nous  avons  préféré , dams  cette  circonstance , remonter 
k la  propriété  fondamentale  du  triangle  rectangle , afin  de 
faire  directement  usage  des  coordonnées  rectangulaires. 

L’analyse  précédente  mène  , à diverses  conséquences  re.- 
raarquables.  Par  exemple,  en  écrivant  l’équation  (O  ainsi 
qu’il  suit,  ' : . 
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et  décomposant  ses  deux  membres  eu  facteurs , il  vient 
. c(c  — 2x)  = (c"+c>(c"  — c) ; 
d’où  résulte  cette  proportion 

• * c : c"4-c  ::  c"  — cjc  — 2*^ 

c’est-à-dire  que  la  base  est  à.  la  sortit & des  détint  autres 
côtés  j comme  la  différence  de  ces’  mêmes*oôtés  est  à la-dif- 
férence des  segmens  formés  par  la  perpendiculaire. 

Maintenant,  si  l’on  multiplie  par  je*  les  deux  membres 
de  l’équation  (2) , on  aura , en  faisant  attention  que 
est  le  carré  de  Paire  T du  triangle  ABC , 

* ' 

4T  = y/ 2cVa-f*  2 c*c"*  -j-  2c'*c"*  — C* c'4  : — C"*, 

autre  côté , à cause  de 


D’un  autre 


a - rr~'r  • . y • ^ i 

on  trouvera , en  décomposant  en  facteurs  le  second  membre 

qui  est  fortné  delà  différence  de  deux  carrés,  * ■ * 

«H-  c'»  _ c**\  f , c*  + ‘ 

kc— -a7— ; 


>=(*• 


2C  / \ .20 

„»• t 


_r(c-f  c'y— c"4-!  rc"'  — te  — c') 


2C 


JL’ 


2C 


} 


Effectuant  la  même  décompdsitiondans  le  second  membre 
de  cette  valeur,  et  désignant  par  p le  demi-périmètrè  du 
triangle , on  aura  ‘ 

> , _p(p  ~ <0  ( P — c’)  C />  — 

_ 


, * • .•# 


Partant,  Faire  d’un  triangle  rectiligne.tlorft  on  cohnaît  les 
trois  côtéÿ , a pour  expression  *,  f . 

T = v/Mp.-ç)  ( d)\p  .*  ' ? 

résultat  déjà  énoncé  au  n?  3,s»t  auquel  on  -parvient'très  ai- 
sément par  les  formules,  de  la  Trigonométrie  rectiligne. 
(Géodésie j tom.  I , p.  5q.)  “ 
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problème. 


5g.  Étant  données  lep  trois  lignes  qui  partent  des  angles 
d? un- triangle  rectiligne p çt^jui  se  terminent  au  milieu 
des  côtés  opposés  j trouver  F expression  analytique  de  ces 
côtés. 

[Fig.  32.]  Soient 

AB  = 2c , AC  :=  2 c , BC  = 2c'', 

CD  = d,  BF  = d! , AE  = d* . % 

On  aura  par  le  problème  précédent  les  trois  équations 
4c*  -f-  4c'>  = 2ûf'*  + 2c"*  , • 

4c*  -f-  4e"*  — Srf'*  -f-  2 C%  , 

4c'*  -J-  4c"»  ==  2d*  + 2C*  , 

ou  bien 

,2C*  + 2 c'*  = d“‘  -f-  c"*,  \ 

2c*  -+-  2C**  ==  4-  c'*,  *>  (A) 

2c'*  -f-  2C^  = d*  4-‘c*.  ) 

. 

Soustrayant  la  seconde  de  la  première , puis  la  troisième  de 
la  première,  puis  la  troisième  de  la  seconde,  et  réduisant  , 
on  obtiendra  ces  trois  autres  équations 

3c'*— '3c'*  = d?'  — ct\  j . ; , 

, 3c*  — 3c"*=  dT*  — d\  [ (B)  . 

3c*  — 3c'*  = cT‘  — d\  J 


Comme  l’une  de  celles  - ci  est  une  fonction  des  deux 
•autres , il  n’existe  réellement  que  deux  éqpajtions  entre 
les  .inconnues  c , c , c"  ; mais  il  n’en  est  pas  de  même 
lorsque  l’on  joint  à ces  dernières  l’une  des  équations  (A). 
En  prenant , par  exemple , la  troisième  .divisée  par.  deux  , 
on  a 


e*+«? 


? 


Et  en  divisant  par  3 la  première  des  équations  (B),  il 
vifcnt  • - . 
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et  décomposant  ses  deux  membres  en  facteurs , il  vient 
. c(e  — 2.x)  = (c"  ■+-  c'y  (c"  — c)  ; 
d’où  résulte  cette  proportion 

c:c"4-c  ::  c"  — cic  — 2* -, 

c’est-à-dire  que  la  base  est  à , la  somi^  des  deux  autres 
côtés  j comme  la  différence  de  ces  * mêmes%oô  tés  est  à la  dif- 
férence des  segmens  formés  par  la  perpendiculaire. 

Maintenant,  si  l’on  multiplie  par  je*  les  deux. membres 
de  l’équation  (2)  , on  aura,  en  faisant  attention  que  \y*c% 
est  le  carré  de  l’aire  T du  triangle  ABC  , 


H. 


4T  = vA  cV2+  2 c*c"*  + 2 c'V'a  — c*  — c'y— . 

D’un  autre  côté , à cause  de 

J \ 2C  / g 

on  trouvera , en  décomposant  en  facteurs  le  second  membre 
qui  est  formé  de  la  différence  de  deux  carrés,  1 

V + c'*-  c«\  / , _ c»  + c'»— cB^ 


2C 


2C 


Effectuant  la  même  décomposition  dans  le  second  membre 
de  cette  valeur,  et  désignant  par  p lè  demi-périmètrtî  du 
triangle , on  aura  • ■ ' 

. , ,.q  _j ^{P  ~ (P  —C")  jp—d),  . *•  ' 

*y  , r?  ; • . *>.  • * • 

Partant,  Faire  d’un  triangle  rectiligne/dorit  on  connaît  les 
trois  côté^ , a pour  expression  \ ,1  * • -, 

T =\/p(,p-^c)( p.—  d)\p-rrc',}  ,\r  * 
résultat  déjà  énoncé  au  n9  3,<?t  auquel  on  .parvient  très  ai- 
sément par  les  formules  de  la  Trigonométrie  rectiligne. 
{Géodésie j tom.  I , p.  5n.) 
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59.  Étant  donhées  les  trois  lignes  qui  partent  des  angles 
d’un -triangle  rectiligne,  çjffui  se  terminent  au  milieu 
des  côtés  opposés,  trouver  l’expression  analytique  de  ces 
côtés. 

[Fig.  32-3  Soient 

AB  = 3c , AC  :=  3 c,  BC  = 3c', 

, CD  = d,  BF  — d , AE  = <ï . . 

On  aura  par  le  problème  précédent  les  trois  équations 
4c»  -f-  4c'J  = ?.d'*  -f-  3 c**, 

4c»  + 4c*a  = 3< /*  -f-  ic* , 

4c*  -f-  4 c"*  = 3 d*  -f-  3C*  , 
ou  bien  • • 

,a c»  -f-  3 c'*  = d“*  -f-  c"*, 

2c’  + 2 c"»  ==  d‘  + c'*, 

2c'*  -f-  2C^  = cP  4-  C*. 

Soustrayant  la  seconde  de  la  première,  puis  la  troisième  de 
la  première , puis  la  troisième  de  la  seconde , et  réduisant  , 
on  obtiendra  ces  trois  autres  équations 

. 3c*  — “3c"*  = cT*  — d*, 

, 3c»  - 3c"»  = d **—  d\ 

3c»  — 3c'*  — d*  — d>. 

Comme  l’une  de  celles  » ci  est  une  fonction  des  deux 
•autres,  il  n’existe  réellement  que  deux  éqpajtjons  entre 
les  inconnues  c , c , c"  ; mais  il  n’en  est  pas  de  même 
lorsque  l’on  joint  à ces  dernières  l’une  des  équations  (A). 
En  prenant , par  exemple , la  troisième  .divisée  par.  deux  , 
on  a 

<f+c“=£.±Æ. 

Et  en  divisant  par  3 la  première  des  équations  (B),  fl 
vient 
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IM 


raoronfioKs 

<F*— et' 


celle-ci  étant  combinée  avec  J’ équation  précédente  , .on  a 
„ 3c*  -f-  3 d1  — zrf'*  -4-  2 dC' 

•\  c — 

12 

• • n ••  ■<  ’ 

__  3c*  +'  3rf*  — 2rf,/,+  2<f  * • 


Maintenant  si  l’on  substitue  ces  valeurs  dans  la  troisième 
équation  (B) , «n  obtiendra  , après  les  réductions  néces- 
saires , •* 

g c*  = 2^”  -f-  2ûT*  — rf1  ; 

et  l’on  voit  d’abord  que  l’on  a pareillement 


9e 


i 2ûP  -f-  2 cl'%  — </*, 


' gc"*  = 2<J*  -f-  2J'  — C?".  ' 

Telles  sont  les  équations  desquelles  on  peut  tirer  les  valeurs 
des  côtés  du  triangle,  soit  par  le  calcul , soit  par  une  con- 
struction géométrique  ( n°  68.  L.  C.). 


THÉOHÈME. 


rîs. 


6o.  Si  des  sommets  des  angles  d’un  triangle  rectiligne  quel- 
conque, on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  côtés  oppo- 
sés, ces  perpendiculaires  se  couperont  toutes  trois  en  un 
seul  et  même  point. 

[[Fig.  33.3  Soient 


on  aura 


AP  = a , PM  =/3,  AF  = * ; 

PF  = ot' — a. 


Première  démonstration.  i°.  L’équation  de  la  droite  AM, 
passant  par  l’origine  des  coordon  nées  ‘rectangles  , étant 

g • . 

y = -x  , celle  de-  la  droite  P'M1'  qui  lui  est  perpendi-. 
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culaire , et  qui  est  astajetûe  à passer  par'  P,  sera  ( n"‘  3g 

et  42  ) •*•’»** 


(0 


, V 


2°.  La  droite  FM ‘faisant  avec  Taxe  des  abscisses  un 

».  » • , ’ / ’ ■_  > 

anjde  dont  la  .tangente  trigdnométrique  est  — r 'w; — ■ — , 

y»  f . » * » ( f — ce 

la  ligue  AM',  qui  est  perpendiculaire  à cette  même  droite , 
aura  pour  équation  * 


(2) 


«*a 

y- 


Cela  posé , si  l’on  attribue  aux  variables  x , y , la  même 
valeur  dans  les  équations  (i)  et  (2).,  elles  représenteront  les 
coordonnées  du  point  m d’intersection  des  droites  AM’, 
PM"  ; ainsi,  par  le  procédé  ordinaire  d’élimination } l’on 
trouvera  que*»=  a.  L’abscisse  du  point  m étant  égale  à 
celle  du  point  M , il  s’ensuit  que  les  trois  perpendiculaires 
PM,  AM',P'M",  sc  coupent  au  seul  et  même  point  m:  il  en 
serait  de  même  si  ces  perpendiculaires  se  coupaient  au-de- 
hors  du  triangle  proposé.  *,  *• 

Voici  une  démonstration  géométrique  de  ce  théorème: 
Seconde  démonstration.  En  supposant,  comme  ci-dessus, 
que  les  droites  BP,  CQ  £fig.  34  J soient  respectivement 
perpendiculaires  aux  côtés  AG,  AB , il  s’agit  de  démontrer 
que  AM' est  en  même  temps  perpendiculaire  à-  BC.  Or  les 
triangles  rectangles  APB,  AQC  ayant  l’angle  commun  BAC, 
sont  nécessaireukent  semblables  ; par  conséquent  AE  = AL , 
PE  = PR  , RQ  =LQ.  .. 

Il  résulte  de  là,  et  de  ce  quelles  triangles  QAL,  QAR 
sont  rectangles  ,;  que  les  angles  LAB , B AD  sont  égaux. 
D’ailleurs  l’égalité  des  angles'  EAC , CAD  entraînant  celle 
des  arcs  CE , CD  , il  s’ensuit  que  les  angles  DAC  , CBE 
sont  aussi  égaux.  De  plus , les  angles  ARP , BRM  sont  op- 
posés par  le  sommet  ; donc  les  triangles  RAP , BMR  sont 


Digijized  by  Google 


111 


>• 

PROPOSITIONS 


*•  - 

équiangles.  Mais  l’angle  RP  A est  droit  ; donc  l’angle  BMR 
l’est  aussi-;  ce  qu’il  fallait  démontrer. 

” - "j 

THÉORÈME. 

* ‘ ’ *'  * y . 

61 . Si  l’on  mène  à volonté  une  parallèle  à la  base  d’un 
triangle  j et  que  par  les  points  où  cette  parallèle  çoupe 
les  deux  autres  côtés  , on  tire  des  droites  aux  sommets 

H t ^ 

des  angles  opposés  j elles  se  couperont  toujours  sur  un 
point  de  la  droite  qui  joint  le  ihilieu  de  la  base  et  le 
sontmet  du  triangle.  ; 

Première  solution.  £Fig.  35  3 Soient 

K-x.  . y .-^v  ' . 

A /)=«,  A p'—af,  AP'  = a', 

pm  = fi,  p'm^fi,  FM'=y, 

ri 

el 

AP  = a ; . 

: i - • - 

on  aura  alors  • 

*>;*•  ' L JL  . • 

• * f _ 

pP  = a — at,  AU  = -,  //P— o — 

En  vertu  de  la  notation  actuelle , l’équation  de  la  droite 
AM' est  . i : V* 

, \ i8 

(1)  y = zx'y 

celle  de  la  droite  PM' 

~ y ” • A..*  • 

fi 

(2)  y = — yyyj  (*~aî> 

celle  de  la  droite  P m J * * • 

(3)  .T  — ~ (*  — «)> 


a — a 


et  celle  de  la  droite  Ant' 

(4) 


. s*  . 
fi 


Pour  obtenir  les  coordonnées  du  point  M',  on  comhi- 
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nera  entre  elles  les  équations  (s)  et  (2)  , dans  lesquelles 
on  changera  x en  x',  et  y eu  y ; ce  qui  donnera  t 


* ’.}  T 

et  par  suite 

ÈY  ■=  A'P' 


. af 3 


•AB  = 


a — 

■ ’•  • V- 

* a (et  + y — a)  4 } 


2 (et— et'  à)' 

*"  ' ; ' 9 "4. 

D’un  autre  côté,  la  droit»  BM'  étant  assujettie  à passer 

“par  le  point  B , milieu  de  AP , et  à faire  avec  celle-ci  ait 

• • .•  T 'Fh/t  ' r : ••  ‘d’- 

angle dont 'la  tangente  est  -gp-,  son  équation  sera  - f 


(5)‘ 


>=  zirfh-Jx^ïa):  •' 

et  -f-  et  — .Cl 


J’observe  maintenant  que  pour  que  les  droites  propo- 
sées ne  forment  qu’une  seule  et  même  intersection , il  faut 
qu’en  ce  point  elles  aient  les  mêmes  coordonnées  : le  moyen 
de  vérifier  cette  circonstance  est  donc  de  combiner  deux 
à* deux  les  équatiobs  des  droites  Pire , Aire',  BM'.  On  trouve 
en  effet  que  (3)  et  (4)  donnent  en  même  temps  que  (4) 
et  (5) , . 

aet'  « a^  't 

X al — et-f-  a’  ^ al — a.  a 

, < #4  'AIT  * • ' * 

Donc  les  trois  droites  Pire , Aire',  BM',  SSnt  douées  de  la 
propriété  énoncée  ci-dessus.  • • , , t 

Deuxième  solution.  Ce  théorème  peut  encore  se  démon- 
trer, à l’aide  d’un  principe  fécond  dans  ses  applications, 
lequel  consiste  en  ce  que  si  l’on  combine  les  équations  de 
deux  lieux  géométriques  d’une  manière  quelconque , le 
troisième  lieu  géométrique  résultant  de  «cette  combinaison , 
passera  par  les  points  d’intersection  des  deux  autres  : d’où 
il  suit  que  si  trois  équations  à deux  ou  trois  variables  s’ac- 
cordent entre  elles,  il  sera  possible  d’en  combiner  deux  de 
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manière  qu’il  en  résulte  une  quatrième  équation  identique 
à la,  troisième.  ' **. 

Soient,  par  exemple , 

A.x  -+■  By  4-  C’==  o,  ) 

A'x  4-  B>  + d=o,  [ . (6) 

A"x  4-  By  4,  <y=  o,  J 

les  équations  de  trois  droites  ayant  même  point  d’intersec- 
tion, et  multiplions  respectivement  les  deux  premières  par 
les  indéterminées  m ,nê ; la  somme  des  produits  sera 

( Am  4-  A'm')  x 4-  (B m 4-  B'm'^y  4-  Cm  4-  Cm!  = o , (7) 

et  représentera  le  système  de  toutes  les  droites  qui  passent 
par  le  point  d’intersection  des  deux  premières.  La  direction 
de  l’une  des  droites'  de  ce  système  dépendant  essentielle- 
ment des  valeurs  qu’on  attribuera  aux  quantités  m,  m! , sup- 
posons quelle  coïncide  avec  celle  de  la  troisième  droite  (6); 
on  aura  alors 

Am  4-  A 'm  = A",  B m 4-  B' ni  — B",  Cm  + Cm'  — C", 

et  en  éliminant  m,  m!  entre  ces  trois  relations  , il  viendi% 
l’équation  de  condition 

(A'B" — ÿ A")C4*  (A"B— B,’A)C'4-(AB'  — BA,)Cr=  o , (8) 

laquelle  doit  avoir  lieu  lot-sque  les  trois  droites  (6)  con- 
courent au  même  point.  En  effet,  les  équations  (3,4,5) 
satisfaisant  à c^tte  dernière , la  proposition  énoncée  se 
trouve,  par  ce  fait,  démontrée. 

De  là  résulte  naturellement  cet  autre  théorème  : 

Si  l'on  divise  en  un  même  nombre  de  parties  égales  deux 
côtés  d'un  triangle , et  que  par  les  points  de  division  l’on 
tire  des  droites  aux  angles  opposés,  celles  qui  se  correspon- 
dent se  couperont  en  des  points  qui  seront  situés  sur  la 
droite  passant  par  le  milieu  de  la  base  , et  par  le  sommet 
de  l'angle  opposé.  (V  oyez  la  figure  36.) 

On  démontrerait  aussi  aisément  que  les  perpendiculaires 
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Ç ï , » s tH, 

élevées  de  tous  ces  points  de  division  sur  les  cités  auxquels 
ils  appartiennent , se  coupent  de  deux  en  deux  , en  des 
points  qui  sont  situés  sur  une  certaine  droite  passant  de 
même  par  le  sommet  du  triangle. 


. • PEOBiAh*. 

' % ■ •*  • * ' 

62.  [ Fig.  52.  ] Inscrire  dans  un  cercle  donné  un  triangle 

aa'a"  dont  les  trois  ■ cités  passent  respectivement  par 
trois  points  A-,  A',  A*  donnés  sur  le  même  plan. 


Soient  a(3’,  »'&,  d"ls'[  les  coordonnées  rectangles  des  points 
donnés  A , A',  ; et  supposons  que  le  triangle  inscrit  aa'h* 

jouisse  de  la  propriété  énoncée.  L’équation  du  cercle  rap- 
porté à son  centpe  sera  . • . . •- 

(,)  x'+y'=xr>:\ 

r étant  le.  rayon  : si  donc  xy  sont  les  coordonnées  d’un 
point  particulier  a!  pris  sur  cette  circonférence,  on  aura 
également 

(2)'  • ** +*'*=£, 

*•  ’ a 

et  les  droites  A a',  A 'a' , assujetties  chacune  à passer  par 
deux  points,  auront  respectivement  pour  équations  (n°  3 of), 

(.y —y")  {*'  — *■  )— C y — & ) (.x  — x)  = o, 

(y— /)(*'—  «O  — cy (*— ■ #fz=o. 

Quelle  que  soit  la  manière  dont  on  combine  oes  deux  der- 
nières équations , le  rééditât  appartiendra  à une  ligne  plane, 
dont  quelques-uns  des  points  seront  communs  au  cercle  (r). 
Par  exemple , en  les  multipliant  l’une  par  {'autre , il  vient  • 

— «')  . 

- (* -*')(y-y)  K*  ^ *)  (/-V)  + (*  ■ 

+(*-*)•(/—  0)(y-n=o-,  (3) 

c’est  l’ensemblè  des  deux  droites  que  l’on  considère,  repré- 
senté par  une  équation  du  second  degré  (n°  5o  ).  Or,  au 
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point  d’intersection  des  courbes  (i)  et  (3),  les  x,  y ayant 
les  mêmes  râleurs,  et  les  équations  (i , a)  donnant  en  les 
soustrayant  l’une  de  l’autre , ’i~-  - . 

■ C y —y  ) (y  +/)  + (*  *4  *f)  (*V  *')*=  o, 

-*»  '•  w 

if  en  résulte  que  l’équation  (3)  devient,  en  .éliminant  le 
facteur  (y — y'),£ t effaçant  ceux  qui  seront  communs  à 
tous  les  termes , 

(x  + x )*•  (*' — <*)  (*'  — a!) 

+(Æ+x')(y+y)  o'-*) 

+ (y+yy(y-p)(/-n-=o.,  . ^ 

. Toutes,  ces  équations  s’accordant  entre  elles  aux  points 
d’intersection , l’on  pourra  ajouter  (3)  çt  (4)  , et  l’on  aura, 
après  avoir  développé  et  réduit  au  moyen  des  relations  ( i , a), 

• r3  (r*-f-  xi’  -hyy'  4 <**'«  4 -fit?) 

4- (jy  +yj) («0'  4 «'  £)  4 W —yy)  (**'  — & ) 
—t* («4«o  *—4 08  4J80 y • • . . 

— ra  (a.  4 x — T*  (£  + P)  y = °J 
expression  qu’on  peut  mettre  sous  cette  forme  très  symé- 
trique , [ 

C5)  (t^  — **  — yy')  (r*^**  — ft?) 

= C r*  — ax'  — gy)  ' 

4 ( r1—  aV*-/Sy)  _ . 

a * * \ <,  •*. 

et  qui,  représente  l’équation  de  la  corde  aa.",  puisqu’elle  a 
nécessairement  deux  points  commuas-  avec  le  cercle  (i). 
Mpis  cette  corde  devant  passer  par*le  point  A",  il  faudra , 
.avant  de  combiner  son  équation  avec  celle  (2)  dti  cercle, 
pour  avoir  les  coordonnées  x'y'  du  point  «t',  y faire  x = a!', 
y ; ainsi  on  aura  * t 

(50  (^_.v_«y) =^^^(^-«v-«o 
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Cette  équation  est  susceptible  d’être  écrite  beaucoup  plus 
simplement , parce  que  chaque  facteur  est  une  fonction 
explicite  d’une  perpendiculaire  à l’une  des  tangentes  AT, 
A'T',  A "T  ".  En  effet , soient  p , p' , p"  les  perpendiculaires 
abaissées  du  point  a supposé  connu , sur  ces  tangentes  dont 
les  équations  sont  (n°  55), 

-,  <*x  + %y  = r*  pour  AT,  * > 

a'x  + P y = r*  ppur  A'T', 
a"x  + ts"y  — r*  pour  A*T"  ; • • , * • 

où  aura  (p°  43  ) * • < * . . 

* ■ . * p.  y?*\+ p = *x  +jy  — . ' V . ; 

p + r*=  «v +V/*—  r% 

..  ./>' = «y  + /sy—  /-  ; . • ' . 

et  si  l’on  désigne  par  O,  E'ies,  perpendiculaires  'abaissées 
de  A sur  A'T’  et  A"!”  ; par  D',  E'  les  perpendiculaires 
abaissées  de  A'  sur  AT  et  A "T”,  l’équation  (5')  se  changera 
en  celle-ci  : * . v 

(6)  ■ »’ i ‘ 


évidemment  «gale 

triangles  a M'M",  moins  l’aire  triangulaire  aM'M. 

Par  conséquent,  si  m , m',  mH  sont  les  côtés  opposés  aux 

angles  M,  M',  M'  du  triangle  MM'M",  et  que  — ^soit 

* • j a 

sa  surface,  on  aura  cette  autre  relation , 


0) 


u ^ * Ttl  t _ 

P = 'Z7’P  + ^ P ~h- 


TV  ecs  deux  valeurs  dé  p’  ; on  conclut  par  soustraction. 
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(•>  ^ .-$>-**  • 

.*•  : : . • ■:  , ,•  * » • ' 

équation  linéaire  ■ en  p et  p , et  qui  donne  nécessairement 

lieu  à une  droite  passant  par  M"  et  coupanfle.  cercle  donné 
au  point  a cherché.  ».  • * . ■ 

La  solution  serait  absolument  la  même,  si  au  cercle 
donné  on  substituait  One  courbe  quelconque  du  second 
ordre  ; et  c’est  spus  ce  ‘ point  de  -vue  plus  général  que 
* M.  Laine,  ingénieur  des  minés , a considéré  la  question  (*). 
* Telle  qué.npus  venons  de  la  traiter,  elle  présent?  des  diffi- 
cultés qui  ontÿ^ë  l’attention  de  plusieurs  grands  géomètres; 
mais  Carnot  imitant  la  mise  en  équations  de  Lagrange , a 
donné  dans  saGéolnétfie  de  position,  page  ,384,  une  solu- 
tion analytique  de  ce  problème , très  difféfeçte  -de  celle  qui 
précède , et  applicable  à un  polygone  inscrit  d’un  nombre 

, ç * PROBLÈME. 

. • * " ■ 

63.  Connaissant  les  rayons  des  cercles  inscrit  et  circortr- 
scrit  à un  triangle  j ainsi  que  sa  hauteur  j déterminer 
ce  triangle. 

Soient  x ,y , z , les  trois  côtés  inconnus  du  triangle  ; h sa 
hauteur  donnée;  p la  moitié  .de  son  périmètre  ; r et  R les 
rayons  des  celles  inscrit  et  circonscrit;  enfin  s l’aire  du 
triangle  proposé.  •* 

On  aura  ces  quatre  équations  (n°  3 ) , * 


25 


(0  R=^i,  (2)  r=- 

4*  *+y  + * 


xh 


(3)  * — — » (4)  s —Vpip—*) y) (.p—  *)» 


(*)  Examen  des  différentes  métl/bdes  employées  ponr  résoudre  le » 
problèmes  de  Géométrie . Paris,  1818. 
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■esquelles  on  déduira  facilement  l’expression  de  la  base  x , 
par  la  méthode  d’élimination  suivante. 

Si  l’on  introduit  dans  les  équations  (i) , (2).,  (4) , 'au  lieu 
de  s sa  valeur  donnée  par  l’équation  (3) , on  aura 


(O  2.h&—ys, 


<*') 


2 


(4') 


)(£-')€-■) 


Élevant  cette  dernière  au  carré,  il  viendra , après  avoir  divisé 
tout  par  x'h  et  chassé  les  dénominateurs, 

4 r*h  = (h  — 2r)  {xh  — 2 yr)  (rA  — 2zr); 


développant  le  second  membre,  remplaçant  yz  par  sa  va- 
leur ( 1')  et  divisant  par  A , on  aura 

4rfc=  x^h? — ixh  r(x  -\-y  -f-z)  -\-f\xr*  ( y -f-  z)-{-  8 Ar^R — lôr’R  j 


substituant  en  outre  pour  (x  -f-y  + z)  et  (y  -f-  z)  leurs 
valeurs  déduites  de  l’équation  (2')  et  réduisant , on  obtien- 
dra une  équation  de  laquelle  on  tirera 

2r\S  7J1R — 4 Ht — r* 

X — j • 

• h — 2 r 

Passons  maintenant  à la  construction  de  cette  valeur. 

[Fig.  3^. ] On  prendra,  sur  le  diamètre  AE  du  cercle 
circonscrit,  la  partie  AH  = A — 2r;  et  après  avoir  élevé 
à ce  diamètre  la  perpendiculaire  HR , on  décrira  sur  AK 
comme  nouveau  diamètre  la  demi-circonféronce  AHFK  ; 
ensuite  on  mènera  du  point  K la  corde  KF  = r -,  puis  la 
droite  indéfinie  AFG  ; et  lorsqu’on  aura  pris  AM  = 2r , on 
mènera  MG  parallèle  à la  corde  FH.  Par  ce  moyen,  l’on 
aura  AG  — x , ainsi  qu’il  est  aisé  de  le  prouver. 

Il  suit  de  là  qu’en  inscrivant  dans  le  cercle  ACB  une 
corde  AB  = AG,  sa  parallèle  PC  menée  à une  distance 
BP  = A,  coupera  la  circonférence  ACB  en  deux  points 
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C,  C , qui  pourront  chacun  être  pris  à volonté  pour  le 
sommet  du  triangle. 

Bossut,  qui  a résolu  le  même  problème  par  une  méthode 
toute  différente  de  la  précédente,  fait  voir  que  si  l’on  cher- 
chait le  segment  AD  formé  par  la  hauteur  CD  du  triangle 
ACP , on  aurait , pour  le  déterminer  , à résoudre  une  équa- 
tion du  4*  degré.  (Voyez  son  Application  de  l’Algèbre  à la 
Géométrie  )',  ce  qui  vient  à l’appui  de  cette  règle  énoncée 
par  Newton  dans  son  Arithmétique  universelle j que , pour 
parvenir  à une  équation  finale  qui  soit  la  moins  élevée 
possible  , il  faut  choisir  pour  inconnue  celle  qui , parmi 
toutes  les  solutions  dont  le  problème  est  susceptible  , 
éprouve  lé  moindre  nombre  de  variations. 

Notez  bien  que  si  l’on  cherchait  les  valeurs  des  rayons 
des  cercles  qui  touchent  extérieurement  les  côtés  d’un 
triangle  , on  les  trouverait , comme  celle  du  rayon  du 
cercle  inscrit  employée  dans  la  solution  précédente , fonc- 
tion de  l’aire  de  ce  triangle  ; de  là  il  serait  aisé  de  démon- 
trer ce  théorème  ; Le  carré  de  là.  surface  d’un  triangle  est 
égal  au  produit  des  quatre  rayons  des  cercles  tangens  à 
trois  des  côtés  de  ce  triangle, 

rtiéoKÈME. 

64-  Si  quatre  cercles  touchent  chacun , intérieurement  ou 
extérieurement  j trois  côtés  d’un  quadrilatère  plan  quel- 
conquej les  centres  de  ces  cercles  seront  toujours  sur  une 
même  circonférence.  £ Fig.  38.] 

Cette  proposition  cnrîeuse  et  nouvelle  Ost  ‘dû  geAre  de 
celles  pour  la  démonstration  desqSreHes  il  est  préférable 
d’employer  la  considération  immédiate  des  angles. En  effet, 
si  l’on  suppose  que  lés  quatre  cercles  torftehent  extérieure- 
ment les  côtés  du  qnadrîlàtère , et  Vfui’dn  ait  mené  des 
droites  d’uu  céntre  à l’autre , droites  qui  diviseront  cha- 
cune en  deux  parties  égèîeS  ïéè  àWgleS  supplémentaires  de 
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ce  quadrilatère , il  suffira  de  prouver  que  le  nouveau  qua- 
drilatère 00'0"0"  est  inscriptible  au  cercle,  c’est-à-dire 
que  1*  somme  de  deux  de  ses  angles  opposés  est  égale  à 
deux  angles  droits.  Or,  on  a 


l’angle  OAD  = iQ  — | , l’angle  ODA  = iQ 
par  conséquent 

l’angle  O =A  * ^ 

Par  la  même  raison 

l’angle  0*=5±Ç; 

donc 


mais 

donc 


o + o-=A+B.+  c±°, 


A + B + C + D = 4I‘, 


Q 


D 

a; 


0 + 0"=aQ. 

Voilà  ce  qu’il  fallait  prouver. 

On  démontrerait,  avec  la  même  facilité,  cet  autre  théo- 
rème : 


Si  les  côtés  d'un  quadrilatère  circonscrit  touchent  la  cir- 
conférence aux  sommets  mêmes  des  angles  d'un  quadrila- 
tère inscrit j leurs  diagonales  se  couperont  toutes  au  même 
point. 

Il  ne  serait  pas  difficile  de  s’assurer  en  outre  que  cette 
propriété  se  vérifie  également  pour  l’ellipse.  C’est  cc  que  les 
jeunes  lecteurs  feront  bien  de  démontrer  eux-mêmes  ; car 
rien  n’est  plus  satisfaisant  que  de  ne  devoir  à personne  la  dé- 
couverte des  moyens  à employer  dans  la  recherche  des  vé- 
rités mathématiques. 

• • 
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65.  [ Fig.  39. 3 Les  côtés  du  triangle  M'M"D  étant  connu» 
de  grandeur j et  les  coordonnées  rectangles  des  points  M'M", 
étant  donnés,  trouver  celles  du  point  D. 

Soient 

M'M'  = c , M'D  = c , M"D  = c",  ’ 

et  appelons  xy , x'y',  x'y",  les  cordonnées  rectangles  des 

points  DM'M",  on  aura  (n°  47)  . ..  -, 

c'*  — x'*  +/»  -j-  +J'Ï  — 2xx  — lyÿ , 

c"*  = x"a+y”!,+  **  + y3  — 2xx"  — 2 yy"i 

puis  après  avoir  soustrait  ces  deux  équations  l’une  de 
l’autre  et  réduit , 1 „ 

(1)  c"‘-c'^x"’-x'->+y"'—y'‘-2x{x“-x')—l.y(y,l-y'). 

D’ailleurs , il  est  aisé  de  voir , d’après  le  n°  5 7 , que 
l’aire  T du  triangle  DA' A",  exprimée  en  fonction  des  coor- 
données des  sommets,  est 

(,.)  j — *(■?'  —y")  +- y(*"  — *)  4- x'y"  — y'x" 


et  que  puisque  les  trois  côtés  de  ce  triangle  sont  connus  , 
l’on  a ( n°  58  ) 


r=±v/(^)(^)(^')  (iiri) 


prenant  le  signe  supérieur  lorsque  le  point  D est  au- 
dessus  de  la  droite  M'M",  et- le  signe  inférieur  dans  le  cas 
contraire. 

De  ces  deux  équations  (1,2)  du  premier  degré,  écrites 
ainsi  qu’il  suit  : 

( 1 ')  2x(x°  — x)  4-  2 y(y"  —y)  e=  A , 

(2')  ax(y'  — y")  + 2y(  x"  — x')  = b -, 

et  dans  lesquelles 
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A = x"2  — x‘ 1 y”1  —y*  -+-  c * — c'\ 

B = 4T  + 2(x"/—y"x')-, 
on  tire  par  le  procédé  d’élimination -ordinaire 

- A (*"—  *')  ~ B(/'  — y ) 
c*  ’ 

2„  — B(*"  — *)  + A(/—  /) 
c“ 

/ 

Si  l’on  connaissait.  les  distances  du  point  D à trois  autres 
M',  M",  M",  rapportés  à leurs  axes  rectangles,  il  suffirait  de 
combiner  l’équation  (i)  avec  son  analogue 

3 y (y-y) , 

pour  en  déduire  les  valeurs  de  x et  y. 

Ces  deux  solutions  analytiques  peuvent,  être  employées 
avec  succès,  toutes  les  fois  qu’il  s’agit  de  projeter  sur  une 
carte  topographique  des  points  secondaires  dont  on  a les 
distances  a d’autres  points  déjà  placés  sur  cette  carte , d’après 
le  système  de  projection  adopté. 

TldmAmw.  «-  . 

' a 

tu 

66  Dans  tout  quadrilatère  plan  inscrit  au  cercle , 

i °.  Le  rectangle  des  diagonales  est  égal  à la  somme  des 
rectangles  des  côtés  opposés; 

2°.  Les  deux  diagonales  sont  entre  elles  comme  la  somme 
des  rectangles  des  côtés  qui  aboutissent  à leurs  extrémités. 

{/Fig  18.3  Soient  a,  b , c,  d,  les  côtés  consécutifs  AB, 
BC,  CD  , AD  , du  quadrilatère  inscrit  ABCD;  z , z , les 
diagonales  AC,  BD  ; et  représentons  par  (a , b)  l’angle  ABC  ; 
alors  l’angle  des  deux  côtés  c , d,  sera  2Q  — (a  i),  en  vertu 
de  la  propriété  de  ce  quadrilatère  ; et  en  traduisant  analy- 
tiquement celle  des  triangles  ABC,  ADC,  on  aura  (n°  3) 

2*  = a“-f-  fi’  — ?.ab  cos  (a , b)  1 

2**=  c* -f-  cP  -f-  2cd  cos  (a , 6)  i --  v 


Digitized  by  Google 


«34 

de  là 


cos  (a,  b)  ~ 
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aa-f-l>° — ca — cf1 
2 (ab-j-  cd) 


*•'<•>»  = v/|-(^a+<W *)1 


(s) 


2(aè  -f-  «0 

Maintenant , si  de  la  première  valeur  de  za  on  élimine 
cos  (a,  è) , dont  l’expression  est  (2)  , ensuite  que  l’on  ré- 
duise et  que  l’on  décompose  en  facteurs,  on  trouvera 

4 (ad  -f-  bc)  (ac  -f-  érf) 

ai  -f-  cd 

Relativement  à l’autre  diagonale  z' , on  aura  pareille- 
ment 

,a (a&  -f-  cû?)  (ac  -f- 

acf-f-  bc 

Multipliant  et  divisant  ces  deux  équations  l’une  par 
l’autre,  puis  extrayant  la  racine  carrée,  il  viendra,  confor- 
mément à l’énoncé  des  deux  théorèmes  , 


i 


zz'  = ac  -f-  bd , 

z ad  -f-  bc 

% ab  -{-  «f 


Passons  aux. conséquences  qui  dérivent  de  cette  analyse. 
D’abord  de  ce  que 

aa  -f-  i’ — ca  — • 


cos  (a  , b)  = 


et 

fl  s’ensuit  que 


1 — cos  (a,  b) 

tang»i(«>  b)  = — — ' 


7.(ab  -f-  cd)  '*  ’ 

co  s ( a , 5 ] 
t + cos  (a  , è)  ’ 


tangua,  *)= 

® *'■  ’ ' (a  + by  — (c </)•  , 


(c  + cl  -ffr— a).(»+  d •+•  a — 6) 


(a + 6 1 +d—C)’ 

ou  bien , désignant  par  p le  demi-périmètre  du  quadrilatère; 
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on  a enfin 


tang  Ha,  b)-  Jy 

Maintenant  si  S et  S'  désignent  les  surfaces  des  deux 
triangles  ABC , ADC  , dont  se  compose  le  quadrilatère  , et 
qui  ont  pour  l>ase  commune  la  diagonale  2,  on  aura 
aire  du  quadril.  insc.  — S + S' 

= — sm  (a,  b)  -f  — sm[*  —(a, 6)] 

ab  + cd..  , lx 
= sm  (a,  0). 

Remplaçant  sin  (a , b ) par  sa  râleur  (2)  , on  aura 

i * 

S ■+•  S'  = j Vb(ab  + od)’  — — c*— - d»  )* 

= i !/[(«■+ d;»}  [(c-t-d)’  — ia  — b,’  î 

— — e ^^c+d+a— Çc-f-d-t-b — 

• • . a -f-  £ -f-  c -f-  d 

ou  bien  faisant , comme  ci-dessus  , p = , 

% 

on  aura  définitivement 

S + S'  = V (p  — *)  (/>  — b)  ( p — c)  (j>  — <0» 


expression  très  symétrique  de  l’aire  du  quadrilatère  inscrit. 

On  pourrait  désirer  en  outre  de  connaître  en  (onction 
des  quatre  côtés  du  quadrilatère  inscrit , l’angle-  de  deux 
côtés  opposés  et  celui  des  deux  diagonales.  Cette  nouvelle 
question,  traitée  à la  page  3 1 4 du  tome  XIII  des  An- 
nales de  Mathématiques j se  résout  fort  simplement , ainsi 
qu’il  suit  : 

Les  prolongemens  des  côtés  b , d , se  rencontrant  au-delà 
de  c , en  supposant  a > c , ils  forment  avec  le  côté  a un 
triangle  dans  lequel  on  a nécessairement 

angle  — D> , d)  -j-  (a  , 5)]  ; 

et  par  sqite 
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sin  (b , d)  = sin  (a  , d)  cos  (a , b)  -^-  sin  (a  , J)  cos  (a , d). 
Mais  par  ce  qui  précède, on  a 

. , ^ v/ÂBœ  v/âEcd 

sm  (a,  a)  — , , ;-r , sin  (a,  b)  = , ; ■ — -j:  , 

v ’ ' 2(ac?  èc)  i{ab  -+•  cd) 

, „ ^aM-cP — c1  , rs_ 

cos  (a,  cQ  = 2(^+rcy-  > 008  <“’*>  = -^ab  + cdT’ 

t W *• 

lorsque  pour  abréger  l’on  fait  , 

"r.  «.’•  ■'  *\ 

è + c + cf — a«=  A,  J -4~û -f*  £ — c — ,C, 
c-f-ci-J-a — 6=xB,  a è -f- c — c?  = D. 

Substituant  donc  ces  valeurs  dans  celle  de  sin  (b  , d ) , il 

vient  

• fi  r* (a1  — c‘) V ABCD  . - 

8ln  C > d)  2 (ad  -4-  bc ) ( ab  +cd)  ' 

pareillement 

(b1 — d2)  y/ ABCD 

:,r  U a ’ C 2 (ad-\~bc)(ab+cd)' 

Il  n’est  pas  difficile  de  voir  que  l’on  a en  outre 

cos  {b,  cf)  — sin  (a,  b)  sin  (a,  a?)  — cos  (a,  é>)  cos  (a,  d), 
et  par  substitution , 

„ JN  ABCD  — (a“+  èa—  6»—  ca)(a1+  b°—c‘—  d2) 

cos(Z> , d)  — 4(a£  + C(f)  £c) 

ou  bien  en  éliminant  A , B , C,  D , et  réduisant, 

- . / 1 -i  i -Aab  + cdY  + (ad  + bcY  — (a*  — C'Y 
cos  C6’  ^ 2( aï+^W+bc) ' 

Mettant  cette  valeur  dans  là  relation 

2 sin3£  ( b,d)  = i — cos  (6,  d)  , 
on  parvient  enfin  à cette  expression , 


sini  (6,rf): 


FVi 


BD 


(ab  +cd)  (ad-j-  bc) 
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sin  (à,  d) 

et  à cause  de  cos  j ( b , d)  = — : — x~n — » on  a 
; 2 sin  ~ (i,  d) 

cosi(b,d)=  ^-\/- 
et,  de  plus, 

taug  i (ft,  d ) = 


iÎ7 


AC 


(ai  -+-  «£  ) (ad  -f-  bc)  ' 
a«-  c . / BD 


AC- 


r a'+  d 

Telles  sont  les  expressions  nouvelles  données  par  les  au- 
teurs delà  solution -citée.  Il  ne  reste  plus  qu’à  déterminer, 
ainsi  qu’ils  l’ont  fait , l’angle  (2,  2')  des  deux  diagonales  : 
or,  l’aire  du  quadrilatère  inscrit  étant  égal  à 


on  a 


2 1/ ABCD  = 5 * 2'  sin  (2 , 2'  ), 

l/ABCD  _ y/ ABCD 


sin  (2 , zj 


2 zz  2 (ac  + bd)  ’ 

d’ailleurs,  cos  (2 , 2')*  = 1 — sin*  (2,  2')  ; partant , 

, s a’-t-c* — à* — d*-‘_  f, 

COS(2,2)_  a(ac  + W)  • C , 

De  ces  deux  valeurs  y on  déduit  naturellement  ces  trois 
autres , 


in  i (*,*')  = cosH*,*')  = î\/; 


BD 


H-Ï5’  — sv-.-/  — . V oc 4-  w» 

»-  

- /AP 

* tangi(i,  2')  = ^/  gg- 

• 

Voici,  pour  terminer  j*  l’énoncé  d’un  théorème  de 
M.  Hachette , relatif  aux  quadrilatères  inscrits. 

Si  tant  de  quadrilatères  qu’on  voudra , inscrits  à un 
mime  cercle  j ont  un  côté  commun  les  droites  qui  j dans  ces 
quadrilatères  j joindront  lJ intersection  des  diagonales  et  le 
point  de  Concours  dés  côtés  adjacens  au  côté  commun  iront 
toutes  concourir  en  un  meme  point  de  la  perpendiculaire  sur 
le  milieu  de  ce  côté  commun.  (Voyez  la  tig.  fa  bis.) 
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Nota.  Irfis  propriétés  du  quadrilatère  sphérique  inscrit 
à un  petit  cercle  de  la  sphère,  s’obtiendraient  en  partant 
des  résultats  analytiques  donnés  au  commencement  de  ce 
numéro;  mais  les  recherches  de  cette  nature  nous  engage- 
raient dans  des  calculs  trop  compliqués  pour  cet  Ouvrage. 
Voyez  d’ailleurs  les  Annales  de  Mathèm. , tome  XII , p.  2^3 , 
où  l’on  démontre  entre  autres  choses  que  dans  tout  quadri- 
latère sphérique  inscrit  j la  somme  de  deux  angles  opposes  , 
bien  que  variable , est  cependant  égale  à la  somme  dis  deux 
autres  angles.  4 ■ 

PROBLÈME. 

67.  Un  angle  aigu  d’un  triangle  rectangle  étant  donné  j 
trouver  la  position  de  f hypoténuse , de  manière  que  ce 
triangle  soit  équivalent  à un  carré  donné. 

£ Fig.  4®.  3 Soient  q*  le  carré  donné , a la  tangente  de 
l’angle  connu  APD , et  <z  l’inconnue  AP. 

La  droite  DP  devant  être  assujettie  à passer  par  un  point 
P pris  sur  l’axe  des  abscisses  AX,  son  équation  est 

y — a {x  ci). 

Or,  en  faisant  x o,  on  a pour  l’ordonnée  AD  correspon- 
dante , y — uz. 

L’aire  du  triangle  ADP  étant  = — , il  s’en- 

i * 2 

- .ait*  . 

suit  que  q — , et  que  par  conséquent 

—v/f 

Si  la  valeur  positive  de  <t  est  représentée  par  AP  , et  ça 
valeui'  négative  par  Àp , les  triangles  APD , A/?D , satisfe- 
ront aux  deux  solutions  du  problème  proposé. 
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68.  £ Fig.  4i.]  Par  un  point  M donné  de  position  à l'é- 
gard d'un  angle  connu  M'AN  j tirer  une  droite  MN  , de 
manière  que  l'espace  triangulaire  AAI 'N  soit  équivalent  à 
un  carré  donné. 

Soient  <t,  fi  les  coordonnées  rectangles  du  point  M ; A 
l’origine , q*  le  carré  donné  ; a la  tangente  de  l’angle  M' AK  ; 
les  inconnues  P'M'  = y et  AN  = On  aura 
PN  = <*'  — «. 

L’équation  de  la.  droite  M'A  est 

y.  — ax,  x 

T t 

celle  de  la  droite  MN  , censée  assujettie  à passer  par  le 
point  N,  est 

.y =-^=4  (*-«')• 

•—  CL  s 

•* 

Lorsque  les  coordonnées  de  ces  droites  seront  communes, 
elles  représenteront  celles  du  point  M'  de  leur  intersec- 
tion ; ainsi  l’on  aura 


y = 


a*  fi 


a{«.'  — a.)  + fi  \'i 


Mais  l’aire  du  triangle  AM'N  est 

<Ay  . 
~r=9>  ' 


et  si  IV»  substitue  dans  cette  expression  la  valeur 

on  aura 

ou  bien 

cU'fi  . . 

«(<*'  — et)  + fi  2?  ’ 

(0 

act'^fi  = 2 q^aal  — 2q*a*  -f-  2 q*fi. 

Si  l’on  tirait  de  cette  équation  la  valeur  de  a'  on  aurait 
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un  second  point  N de  la  ligne  cherchée , et  alors  le  pro- 
blème serait  résolu;  mais  comme  la’ formule  qu’il  faudrait 
construire  ou  calculer  pour  cet  effet  est  un  peu  compli- 
quée , il  sera  utile  de  la  simplifier  au  moyen  de  la  con- 
sidération suivante.  • 

Puisque  pour  tous  points  M'  de  la  droite  AM'  on  a 

♦* 

< X 


soit 


a n 


*4/ 


dans  ce  cas  la  quantité  n exprimera  la  partie  A'P  inter- 
ceptée entre  la  perpendiculaire  PM  et  la  ligne  A'M  menée 
parallèlement  à AM' ; et  si  l’on  désigne  par  d -l’intervalle 
AA' , on  aurà'  AP  , ou  a - n — 'd.  Ces  valeurs  de  a et  a 
étant  substituées  dans  l’équation  (i)  , on  trouvera,  lors- 
que les  réductions  qui  se  présentent  d’abord  seront  ef- 
fectuées , V ’ 

a'2/3  r=  2gr’st'  -f-  2 q’d  ; 

d’où  l’on  tire  • . -i  - 


.r 

' fi 


/Vf* 

fi 


ou  autrement , pour  la  facilité  de  la  construction  , 

i t ,u 


;'=  « ± v/(ï  + ”0  f 


Sur  une  ligne  indéfinie* PQ  , élevez  la  perpendiculaire 
AC  = & ; prenez  CO  = CM  — q',  et  après  avoir  tiré  AM  > 
menez-lui  par  le  point  O la  parallèle  ON  , qui  détermine 

• V-  q%  1'  - ... 

CN  pour  la  valeur  de  \ , comme  cela  est  évident  par  la 

v P il'i'M  lie 

théorie  des  lignes  proportionneljesr  Soit  maintenait,... 
= m , la  valeur  de  a'  se  changera  en 


» 1 
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' ’ v»  ' ’ 

m -+•  V (m  ■+■  id)fn.  , 

•)  ^ « _ 1 J1'’ • > fKH <ÉJq»  /V)  'fTfU> 

Or,  comme  la  partie  radiale  etprime  une  moyenne  pro- 
portionnelle', on  prendra  CQ  = nd , et  sur  NQ  comme 
diamètre,  on  décrira  une  demi  - circonférence  NYQ  ; la 
corde.  NV  sera^par  l’effet  de  cette ? construction , égale  à 
2 d)m.  Ainsi  faisant  PN  NV  , on  aura 

Quant  à la  seconde  valeur  de  «t7,  il  faut  faire  attention 
qu’elle  satisfait  au  cas  oii  l’on  vaudrait  mener  la  droite  MN 
dans  l’angle  .A*' Am;  et.  il  peqt  arriveé  en  outre  que  d soit  du 
côté  des  * positives,  ou  que  0 soit' négative  ; toutes  cel  di- 
verses circonstances  du  problème  produisent  , dans  les 
constructions  , des  changemens  dont  il  est  facile  dé,  se 
rendre  raison.  , ï T 

Nous  observerons  encore  que  la  solution  précédente  con- 
vient naturellement  au  problème  où  l’on  se  propose  de 
mener,  par  un  point  dormo';  u'ne  ligne  droite  qui  divise  une 
figure  rectiligne  quelconque  en  deux,  parties  qujf  soient 
entre  elles  dans  un  rapport  connu  ; mais  dorénavant , nous 
n’insisterons  pas  trop  sur^A  manière  de  lire  dans  une  for- 
mule algébrique  toutes  les  conséquences  et  les  constructions 
qui  en  dérivent , afin  de  réserver  quelque  chose  à l’intel- 
ligence des  élèves. 

Voici  deux  autres  problèmes  qui  ont  beaucoup  d’analo- 
gie avec  le  précédent , et  dont  les  solutions  reposent  sur 
la  considération  des  coordonnées  obliques.  * . 

• problème.  * v 


6g.  Q Fig.  4.1 . 3 Par  un  point  M'  donné  dans  un  angle 
connu  MA'N  , mener  une  droite , de  manière  que  le  pro- 
duit des  segmens  A'M , AN  , soit  égal  à un  -carré  q\ 

Soient  * , 0 les  coordonnées  obliques  A'A  , AM7  da  point 
M'  ; A'  leur  origine  , et  A'N  = x'. 
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Si  l’on  considère  que  la  droite  M'N  doit  passer  par  le 
point  N,  son  équation  sera  généralçment  de  la  forme 
y — M (x  — x')  , M n’étant  plus  une  tangente,  trigonômé- 
trique , mais  le  rapport  de  AM'  à AN  (n°  40  > ainsi,  pour 
le  cas  dont  il  s’agit,  on. a 


M=- 


et  l’équation  de  la  droite  M'N  devient 
y — -r~~7  — *')• 


.Comme  A'M  répond  à * = o , on  a 


multipliant  cette  valeur  par  x' , il  viendra 


et  de  U 


valeur  que  l’on  construira  par  la  méthode  du  n#  pré- 
cédent 


FROELÈME. 

70.  Par  un  point  donné  dam  un  angle  donné , et  également 
distant  de  ses  deux  côtés  , mener  une  droite  terminée  aux 
deux  côtés  de  l’angle,  de  manière  que  ce  point  la  divise 
en  deux  segmens , dont  la  somme  des  carrés  soit  équiva- 
lente à une  surface  donnée. 

\ Fig.  72.  ] Prenons  les  côtés  AX , AT  de  l’angle  donné 
YAX  pour  les  axes  des  coordonnées  obliques,  et  supposons 
qtre  du  point  M également  distant  de  ces  axes , on  ait  mené 
l’une  des  quatre  droites  qui  satisfont  à la  question,  par 


Digitized  by  Google 


DE  GÉOMÉTRIE.  I ^3 

exemple , la  droite  RMR'.  Le  point  M ayant  pour  coordon- 
nées AP  = * , PM  = a , la  droite  RR',  qui  le  contient , aura 
généralement  pour  équ  ation , 

Y — æ = M (*  — a). 

Si  donc  AR  et  AR'  sont  respectivement  désignés  par  x tù. y, 
on  aura , en  faisant  successivement  Y et  X = o, 


("0 


ou 


et  (i  — M) 
M 


= — «M,  QU  y r=  ot  (l  — M). 


Soient  MR  = z , MR'  = a',  et  angle  R'AR  = A ; on  aura 

(»°  3), 


Z1  — (*  — et)2  -f-  oc*  — 2 (jr  — et)  et  cos  A , 

**=  (y  — et)2  -f-  a*  — 2 (y  — et)  et  COS  A ; ' 

et  puisque  la  somme  des  carrés  de  ces  deux  segmens  doit 
être  équivalente  au  carré  q *,  on  â nécessairement 


(i)  z2  + z'2  = g2  = (x—*)2+(y  — ct)2- f-2ct2 

— 2*  £(*  — <*)  + ( J'  — «03  cos  A. 

D’un  autre  côté,  à cause  que  les  trois  points  R,  M,  R'  sont 
en  ligne  droite , ôn  a évidemment 

* — et  et 

et  ’ y — et’ 

ou  bien 

(a)  O — et)  ( y —et)  = et2. 

Mais  faisons , pOtrr  «fermer , * — * =s  et  y — * =/, 
et  éliminons  tt“  de  l'équation  (x);  on  aura 

(O  %*'+ï )*  - **  (*'  +/  ) nos  A = ; 

équation  de  laquelle  on  tire 

(O  *’  -4*  /=  à cos  A =£*/$* 4.  (a  cos  À)*; 
d’ailleurs , 0n  a par  ce  qui  précédé, 

(O  *y=«t*. 


I 


Digitized  by  Google 


*44  PROPOSITIONS 

Ainsi,  l’on  connaît  maintenant  la  somme  et  le  produit  des 
deux  inconnues  x,  y' . Au  lieu  de  formée  l’équation  du 
second  degré  dont  ces  inconnues  seraient  les  racines , on  peut 
encore  opérer  comme  il  suit.  > 

D’abord , pour  construire  la  double  valeur  de  x'  -\-ÿ , soit 
menée  MQ  parallèlement  à AX , et  soit  abaissée  sur  cet  axe 
la  perpendiculaire  QE;  on  aura  alors  AE  = et  cos  A.  En- 
suite , si  l’on  prolonge  EQ  de  manière  que  ED  = q , et  qu’on 
décrive  du  point  A comme  centre,  avec  le  rayon  AD  le 
demi-cercle  BDB',  on  aura 

* ' **  V 

ÂD  = AË‘-f  ËD  = (ce  cos  A )•  + ; 

partant , 

EB  =\/ÿ*+  (ce  cos  A)1  -f-  ce  cos  A, 

EB'^=  v/ÿa  -f-  (*  cos  A )*  — et  cos  A; 
et  si  l’on  fait  *'  +/ s=  t,  on  aura 

• t = EB , ou  t = EB'. 

Il  est  remarquable  qu’à  cause  des  équations  (m),  qui 
donnent 

• , *'+/='=-*(M+s) 

l’équation  (i')  devient 

“a(M  + fi)+  ***  (M  + ^ ) COS  A = q*i 

i 

puis  développant  et  chassant  les  dénominateurs,  on  par- 
vient à l’équation  réciproque  du  quatrième  degré, 

ctaMl-f-  2<taM3cos  A-f-2  (ce1 — j q*)  Ma+2*aM  cos  A-+-«a=  o, 


dont  la  résolution  ne  comporte  par  conséquent  que  la  diffi- 
culté de  celle  du  second  degré.  (Algèb.  de  M.  Lacroix, 

complément , p.  1 14).  Or , de  ce  que  t — — a.  (“  + £)■ 
on  a 
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M = 


— t±  y/<»— 4*» 


2ct 


et  par  suite, 

, 2*  + t+[/t>  — 4*‘ 

y = *(l— M)  = — ; 


quantité  facile  à construire,  et  qui  résout  le  problème. 

Dans  cette  équatiou,  t étant  susceptible  de  deux  valeurs, 
il  est  évident  que  y en  aura  en  général  quatre.  En  effet , le 
problème  proposé  offre  visiblement  quatre  solutions  ; mais 
comme  la  figure  est  symétrique  par  rapport  à la  droite  AM, 
il  suffira  d’obtenir  deux  solutions  distinctes  pour  avoir  les 
deux  autres. 

Ce  problème  est  un  de  ceux  qui  furent  proposés  en  1819 
au  concours  général  des  collèges  royaux  de  Paris.  ( Voyez 
les  Annal,  de  Math. , tome  X , p.  73.)  ■ 


l’ROBLÈMR. 


71.  Par  un  point  E £ fîg.  53]  pris  dans  le  plan  df  un  cercle  C 
du  rayon  r , mener  deux  droites  rectangulaires , dont  les 
parties  interceptées  MM',  mm'  par  la  circonférence  ^ soient 
entre  elles  dans  le  rapport  donné  pt. 


Prenons  d’abord  pour  origine  des  axes  rectangles  le 
centre  C du  cercle,  et  pour  axe  des  * le  diamètre  qui  passe 
par  le  point  donné  E , dont  l’abscisse  =8  et  ; rapportons  en- 
suite le  point  M'de  la  circonférence  à des  coordonnées 
polaires , telles  que  EM  = p soit  le  rayon  .vecteur,  et  Ç>  soit 
l’angle  que  ce  rayon  fait  avec  l’axe  des  x. 

L’équation  du  cercle , exprimée  en  coordonnées  rectangles , 
sera 

**-hy*=^ , 

et  à cause  de  X = «t  + p cos  <p , y — p sin  <p , ou  aura  en 
coordonnées  polaires 

(*  + p cos  fi'  ■+■  £sin*  3=  r*  -, 


10 


"A 

A, 


1 


:1 


' /. 
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d’oi.  l’on  tire  aisément 


f — — et  cos  <p  rt  {/  r*  — et*  sina  <p. 

Soit  fi  la  valeur  de  f relative  au  signe  supérieur,  et  f,  celle, 
relative  au  signe  inférieur  ; on  aura  , %> 

f,  = EM  = — et  cos  <p  + 1 /r* — a*sin*<p, 
p,  = EMr=  — a.  cos  <p  — 1 /r1  — *a  sina  <p , 

et  corde 

MM'=  f,  -f-  f,  = K = 2 1/ r1 — «asina^. 

Pour  Une  autre  corde  mm  =.  K'  qui  passerait  également 
par  le  point  E , et  qui  ferait  avec  l’axe  des  x un  angle  <p',  on 
aurait  pareillement 


K'  — 2 r1  — «ta  sina  <p'  ; 

mais  puisque  ces  deux  cordes  doivent  être  orthogonales,  on 
a alors  q>  -f-,  ioo°,  et  par  suite, 

K = 2 ra — aasinaç>  1 ^ 

K'=2V//r‘  — e£acosap.  f 


Maintenant , si  l’on  ajoute  les  carrés  de  ces  deux  expressions 
et  qu’on  réduise,  on  aura  cette  relation  remarquable, 

Ka  + K'a  = 8ra—  4*a, 
qni  est  indépendante  de  l’angle  <p. 

Mais  d’après  l’énoncé  du  problème , 

K=f.K'; 

concluons  de  là  que 


K'  = 


sJ 


8r*  — 4*a 


i 


s/ 


8 ra  — 4e1 

» + 


a 


Les  cordes  K,  K'  étant  jpnnues  de  longueur , il  ne  s’agira 
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plu»,  pour  avoir  leurs  directions,  que  de  tirer  la  râleur  de  <p 
de  l’une  des  équations  (i),  laquelle  sera  donnée  par  cette 
^expression , 

. i * 


sm  <p  : 


^)+  «>a 

*a(*  +/*•) 


quantité  radicale  facile  à construire,  après  y avoir  rétabli 
l’homogénéité  (n°  7 a ). 

Observons  cependant  qu’il  est  un  moyen  fort  simple  d’ob- 
tenir l’angle  <p'  lorsque  la  corde  K'  est  connue  de  longueur. 
Pour  avoir  d’abord  cette  corde , on  mènera  par  le  point 
donné  E le  diamètre  AB  et  la  corde  DF  perpendiculaire  à 
ce  diamètre;  puis  ayant  mené  BîI  parallèle  et  égale  à DF, 
on  tirera  la  droite  AH  dont  la  valeur  sera,  d’après  ce  qui  a 
été  démontré  ci-dessus,  = y Br1 — 4* a = ^>  ensuite,  sur 
AB  et  BH , on  prendra  deux  parties  BG , BR , qui  soient 


entre  elles  dans  le  rapport  donné  ^ fc,  et  la  droite  GR 
aura  pour  valeur  \/ p*  + = Ç V 1 + =• m-  Enfin  , à 

cause  de  K'  = \J  ^ ~ ? ~ > »1  ne  restera  plus  qu’à 


chercher  une  quatrième  proportionnelle  aux  lignes  m , l,  q , 
pour  avoir  K'. 

Pour  achever  la  construction , soit  pris  quelque  part  sur 
la  circonférence  du  cercle  donné  un  arc  AA'  dont  la  corde 
= K.',  et  du  centre  C S)it  décrit,  du  rayon  CE,  Parc  EE', 
qui  coupera  len  E'  la  corde  AA',  de  telle  sorte  que  le  rayon 
CE'  fera  avec  cette  corde  l’angle  A'E'C  , ainsi  que  cela 
est  évident,  puisqu’à  cause  de  l’uniformité  de  courbure  du 
cercle,  E'A'  = Ero , E'A  — E m. 

Il  est  inutile  de  faire  remarquer  que  la  valeur  de  K'  prise 
négativement , serait  insignifiante,  mais  que  l’angle  <p'  peut 
être  positif  ou  négatif,  parce  que  le  problème  admet  deux 
solutions  effectives. 


*4» 
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72.  [Fig.  42. 3 Un  cercle  d’un  rayon  connuj  et  Une  ligne  CB 
donnés  de  position  par  rapport  à deux  axes  fixes  j 
mener  au  cercle  une  tangente  TM  qui  soit  en  même  temps 
parallèle  à CB. 

Soient  r le  rayon  du  cercle , a la  tangente  trigonométrique 
de  l’angle  BCA , a.  la  distance  inconnue  AT,  et  x,  y,  les 
coordonnées  du  point  de  contact. 

La  ligne  MT  devant  être  parallèle  à BC , l’angle  MTA 
sera  nécessairement  égala  l’angle  BCA;  ainsi,  par  le  pro- 
blème des  tangentes  (n°  55),  on  a 


comme  il  est  facile  de  s’en  assurer.  En  effet , 


(0 


PM  x 
a — PT  — y ’ 


■ p'p  — ..  » (2) 

puisque  l’équation  de  le  tangente  TM  çpt  (n°  55  ) , 

r*; 

or , lorsque  (8  = 0,  elle  se  réduit  à 

ax—t*.  d’où  * = — ; 

* 

d’ailleurs  l’équation  du  cercle  donne 
**+y=r*; 

donc 

y =V/r‘  — **> 

ou  bien  éliminant  * par  le  moyen  de  se  valeur  précédente , 

r = r-y^?;' 

ainsi , substituant  pour  * et  y leurs  valeurs  dans  Péqua- 
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tion  (a),  l’on  obtient  l’équation  (i);  et  oette dernière  étant 
résolue  par  rapport  à a , donne,  pour  la  solution  cherchée  , 

r y,  a‘  -j- 1 % 

et  = , , 

a 

ou  autrement  en  désignant  l’unité  par  m,  afin  de  rendre  les 
termes  homogènes  (n°  68  , L.  C.) , 

rt/a’+  m% 

OL  . 

..  a 

Four  construire  cette  quantité,  on  abaissera  du  point  A 
sur  la  droite  BC  la  perpendiculaire  AB  , et  l’on  mènera  par 
l’extrémité  M du  rajon  AM  la  tangente  MT,  qui  jouira  de 
la  propriété  énoncée.  En  effet,  CB  étant  prise  pour  m,  et 
l’angle  ABC  étant  droit  par  construction,  la  ligne  AB  re- 
présentera la  tangente  de  l’angle  BCA.  Déplus,  à cause  des 

parallèles  CB,  MT,  on  aura  cette  proportion.. 

AB  : AM  A CA  : AT,  ou  en  termes  algébriques , 


a : r ::  vV  + m*  : * ±= 


r t/a*  m* 


Il  ne  faut  pas  croire  que  cette  solution  soit  particulière 
au  problème  proposé;  car  si  la  courbe  doqpée  était  une  pa- 
rabole , par  exemple  ( toutes  choses  égales  d’ailleurs) , et 
que  l’on  voulût  trouver  les  valeurs  des  coordonnées  du  point 
de  contact,  on  combinerait  de  même  l’équation  ÿ*  — px 
de  cette  courbe  avec  celle-ci  : , • 

= a, 

qui  exprime  (n°  54  ) la  tangente  ti'igonométrique  de  l’arigle 
formé  par  la  tangente  à la  courbe  et  l’axe  de»  abscisses , et 
l’on  aurait 


¥ 


P_ 
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Ainsi , l’abscisse  serait  à l’ordonnée  correspondante,  comme 
le  rayon  des  tables  est  au  double  de  la  tangente  donnée. 

PROBLÈME. 

■y 3.  Mener  une  tangente  commune  à deux  cercles  donnés 
de  grandeur  et  de  position ■ Q Fig.  43.  ] ' 

Quoique  nous  ayons  déjà  résolu  ce  problème'  au  n°  55 , 
nous  allons  le  traiter  différemment,  afin  de  .prouver  qu’il 
est  possible  de  varier  les  solutions , sans  pour  cela  leur  ôter 
le  caractère  analytique.  . , 

Soient  AA'=  i~,  r le  rayon  du  cercle  AM , r le  rayon  du 
cercle  A'M',  « la  distance  inconnue  AT,  et  a la  tangente 
trigonométrique  de  l’angle  MTA. 

Il  résulte  du  problème  précédent , et  de  ce  que  M'T  doit 
toucher  les  deux,  cercles  donnés,  que  pour  le  cercle  AM , 


et  que  pour  le  cercle  A'M', 


V/(a  + i'f—  r* 

Egalant  ces  deul  valeurs et  faisant  disparaître  les  radi- 
caux, il  vient 

r*  __ 

— (a  Sy—r'* 

Chassant  les  dénominateurs,  on  trouve,  après  la  réduction,, 
r*(a  + J1)2  = aV’. 

Extrayant  la  racine  carrée  des  deux  membres,  on  a 

ar-f-  J y = dz  et  r, 

Sy 


et  enfin 


±:  /- 


(«) 
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cc  qui  indique,  à cause  du  signe  ambigu  ± , que  paradeux 
points  différons , on  peut  mener  une  tangente]  commune  à 1 
deux  cercles.  D’un  autre  côté,  puisque  la*]valeur  de  a est 
affectée  d’un  radical  du  second  degré,  il  est  clair  qu’il  est 
possible  de  mener,  par  un  même  point,  deux  Tangentes  à 
un  cercle;  donc  le  problème  est  susceptible  'de  quatre  solu-  <• 
lions  (*).  Ces  conséquences  sont' entièrement  d’accord  avec 
celles  qui  se  déduiraient  de  l’équation  de  la  tangente  com 
raune  aux  deux  cercles,  donnée  au  n°  55. 

Nous  avons  fait  dépendre  le  problème  actuel  de  celui  qui 
précède;  mais  l’un  et  l’autre  ne  sont  que  dps  cas  particu  - 
liers d’une  question  plus  étendue,  traitée  dans  l 'Application 
de  l’Algèbre  à la  Géométrie  de  M . Lacroix,  n°  iog.  Comme  il 
convient  de  s’attacher  de  préférence  aux  solutions  générales , 
nous  passerons  à l’analyse  du  problème  suivant  : 


(*)  Pour  faire  voir,  par  un  nouvel  exemple , que  l’emploi  des  coor- 
données] obliques  simplifie  souvent  les  calculs  , nous  résoudrons  ^tn 
recbef  le  présent  problème. 

On  sait  (n°  i(>8 , L.  C.)  que  les  rayons  AM,  AM'  menés  aux 
points  de  contact  M,  M'  de  la  tangente  TM,  sont  parallèles  entre  eux; 
ainsi  , en  vertu  de  cette  propriété  , l’équation  aux  coordonnées  obliques 
AX  , AY  de  cette  tangente  est  (n°*  3g  et  4>  ), 

, r' — r 

r-> — — + 

puisque  d’ailleurs  les  coordonnées  du  point  M'  sont  / et  -f-  ba- 
sant ici  y — o , on  aura  Comme  ci-dessus , * 

AT  *r  - * 

Al  0112=  . f« 4»; 

r — r 1 r. 

Une  solution  analogue  par  les  coordonnées  rectangulaires  serait  biei* 
moins  simple,  ainsi  qu’on  peut  le  vérifier.  i- 
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74-  Veux  cercles  étant  donnés  de  grandeur  et  de  position, 
* mener  une  droite  à travers,  de  manière  que  les  parties 
interceptées  soient  égales  entre  elles  et  à une  ligne 
donnée  m. 


(T  Fig.  44-  3 Soient 


j-  les  rayons  des  cercles  donnés  j ^ 

Faisons  en  outfe  CC'  = S',  C'A  = a. , et  désignons  par  a la 
tangente  de  l’angle  CAB". 

Pour  remplir  le  but  que  nous  nous  sommes  proposé  à la 
fin  du  n*  précédent,  nous  reprendrons  l’expression  de  la 
tangente  trigonométrique  de  l’angle  A,  obtenue  dans  le 
n°  109  de  l’ouvrage  cité  deM.  Lacroix , et  nous  y ferons  tou- 
tefois les  cbangemens  que  nécessite  notre  notation.  Ainsi , 
par  rapport  au  cercle  C , on  a , pour  la  valeur  de  la  tan- 
gente CAB", 

• \/  4r*  — • ' 


V 4 (<*  4-  à)* — 4r*-f-  m1  ’ 

et  par  rapport  au  cercle  C',  cette  même  tangente  a pour 
expression 


V_V'- 


. |/4*‘— ■ 4^+™* 

Égalant  ces  deux  valeurs  délivrées  de  leurs  radicaux , 

Tfl% 

divisant  tout  par  \ ,*et  faisant  pour  abréger  r*  — — A % 

/*  — -7  = A'*,  on  aura 

4 


Aa 


£T+  ly  — A* 


A'* 

«*-•  A'*' 
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Chassant  les  dénominateurs,  et  réduisant,  on  trouve 

A"  (*+/)»  = OL'h*. 

Extrayant  la  racine  carrée  de  part  et  d’autre,  on  obtient 


aA'  + M = ± «A; 


d’où  l’on  tire  enfin 


M 


± h — h'' 


(O 


Cette  formule , considérée  seulement  par  rapport  an  signe 
supérieur,  peut  se  construire  de  la  manière  suivante  : 

Sur  les  rayons  CB,  CB'  des  cercles  donnés,  décrirez  des 
demi-circonférences;  par  les  points  B,  B',  menez  les  cordes 
BD,  B'D'  égales  entre  elles  et  à la  moitié  de  la  droite  m 
donnée;  et  tirez  les  cordes  CD,  C'D',  qui  seront  les  gran- 
deurs respectives  de  A et  de  A'. 

Menez  ensuite  CP  parallèle  à CD';  prenez  Cq  — h,  et 
par  les  points  q , D',  menez  jusques  en  A la  droite  y D'A  ; 
le  point  A sera  celui  par  lequel  devra  être  menée  la  sécante 
proposée. 

Enfin,  sur  CA  comme  diamètre,  décrivez  une  demi-cir- 
conférence. Portez  C'D'  de  C en  d,  et  tirez  la  droite  indé- 
finie Ad  qui  sera  telle,  que  ses  parties  interceptées  dans  les 
cercles,  seront  égales  entre  elles  et  à la  ligne  donnée  m. 

Mais  il  est  à propos  de  remarquer  que,  puisque  la  valeur 
de  a ci-dessus  est  composée  de  la  même  manière  que  dans  le 
n°  précédent , il  sera  tout  aussi  simple  de  décrire  respec- 
tivement des  centres  C,  C'  et  avec  des  rayons  h,  A',  des 
cercles  concentriques  à ceux  CB,  C'B',  et  ensuite  de  mener 
des  tangentes  communes  à ces  mêmes  cercles , parce  que 
ces  droites  seront  en  même  temps  les  sécantes  demandées. 

Lorsque  /ra=o,  les  quantités  A et  A'  acquièrent  respec- 
tivement les  valeurs  r et  r,  et  pour  lors  l’équation  (i) 
devient 


4r- 


. V 


%- 


V. 


Goôgle 


i54 


propositions 

îr' 

~ ± r—r’ 


laquelle  rentre  évidemment  dans  celles  du  n°  précédent  r 
en  changeant  r en  r , et  vice  versa. 

L’expression 

[/  4 r a ■ — m 1 

\/ 4a*  — [\r  * -f-  Pi*  ’ 

sur  laquelle  la  solution  ci-dessus  est  fondée,  prend  une  nou- 
velle forme  lorsque  a~r'\  pour  ce  cas,  qui  répond  à celui 
où  il  s’agit  de  mener  par  l’extrémité  du  diamètre  d’un  cercle 
connu  une  corde  d’une  grandeur  donnée  m,  on  a 


_ y/4 ~ 


d’où 


»/«*+  « 

De  là  il  est  facile  de  démontrer  analytiquement  le  théorème 
suivant,  considéré  dans  un  de  ses  cas  particuliers. 

. THÉORÈME. 


75.  [_  Fig.  45. 3’St  par  le  sommet  commun  de  deux  courbes 
semblables  du  second  degré , dont  les  grands  axes  coïn- 
cident, on  mène  à volonté  deux  droites  AB,  AB’  qui 
coupent  ces  courbes j les  cçrdes  AB,  AB’  seront  coupées 
en  parties  pwportionnelles  par  la  plus  petite  courbe , et 
par  conséquent  les  lignes  BB',  DD'  seivnt  parallèles. 

Désignons  par 

M,  M',  m,  m'  } les  cordes  { AB,  AB',  AD,  AD', 

et  fixons  au  point  A l’origine  des  axes  rectangulaires. 

Si  les  équations  de  deux  courbes  du  second  ordre  sont 
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f’—px  +qx*,  1 
y'  = p'x+qx »,  J 


ees  courbes  sont  nécessairement  semblables.  Cette  vérité  est 
une  suite  cfe  ce  que  l’on  a alors  , pour  l’ellipse  comme  pour 

l’hyperbile , — = — ; a,  b et  a',  b'  étant  respectivement 

les  demi-axes  de  ces  mêmes  courbes.  La  similitude  dont  il 
s’agit  se  manifeste  donc  lorsque  les  coefficiens  de  seule- 
ment sont  égaux , et  puisque  pour  le  cas  de  la  parabole  on 
a q = o,  il  s’ensuit  que  les  paraboles  sont  toujours  des  ligures 
semblables. 

Cela  posé,  soient 

y = Ax,  yz=  A'x,  (2) 


les  équations  des  droites  AB , AB'  passant  par  l’origine.  En 
les  combinant  convenablement  avec  chacune  des  équa- 
tions (1) , pour  avoir  les  coordonnées  des  points  d’intersec- 
tion , on  parviendra  aisément  à 

• 

M = 1=1-,  *'*+7'.  M' = v^+T , v 

m = ~e—  t/A>+: , »• = i/r’+T; 

d’où  l’on  conclut  sur-le-champ 

M p M'  . 

m p’  m ' ’ 

ce  qu’il  fallait  démontrer. 

Ce  théorème  appliqué  aux  cercles , conduit  à une  solution 
fort  élégante  du  problème  suivant  : 

Deux  points  étant  donnés  de  position  à l’égard  d’un  cercle 
connu j décrire  un  nouveau  cercle  qui  soit  tangent  au  premier 
et  qui  passe  par  les  deux  points  donnés.  Sur  quoi  l’on  peut 
consulter  les  Récréations  mathématiques  d’Ozanam,  nou- 
velle édition  par  Montucla , tome  I , page  377. 
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Ce  serait  encore  à l’aide  de  ce  même  théorème  que  l’on 
résoudrait  cet  autre  problème  : 

Décrire  un  cercle  tangent  à deux  cercles  donnés,  et  qui  ■ 
passe  par  un  point  donné.  Voyez  le  n°  6 de  la  i Correspond 
dance  sur  l’École  Polytechnique. 

THÉORÈME. 

76.  Fig.  46.3  Soient  CA , CA'  deux  ellipses  semblables; 

C leur  centre  commun;  AB,  A'B'  leurs  grands  ou  leurs 
petits  axes;  AM  une  perpendiculaire  à l’axe  AB  ; AK 
une  corde  de  la  petite  ellipse , faisant  un  angle  quelconque 
avec  AX;  MK'  une  corde  de  la  grande  ellipse,  parallèle 
à AK;  MK"  une  autre  corde  menée  de  manière  que  l’angle 
K"MY  soit  égal  à l’angle  K'MY'  ; il  s’agit  de  prouver 
îueMK,+  MK"=2AK. 

lre  Démonstration.  Soient  AK  = z , MR'  = z',  MK"  = z"  ; 
désignons  par  a,  b les  demi-axes  de  la  petite  ellipse  ; par, 
A , B ceux  de  la  grande  ellipse , et  prenons  respectivement 
les  équations 

y%  =px  + qx\ 

y*  = p'x  4-  qx\ 

pour  celles  de  ces  deux  ellipses  semblables  (n°  75) , en  sup- 
posant que,  pour  chacune,  l’origine  des  coordonnées  rec- 
tangles soit  à son  sommet. 

Si  <p  est  L’angle  que  z fait  avec  AX , on  aura 

x a=  z cos  <p , y = a sin  ip, 

ou  simplement 


x — zm , 


y = au; 


ainsi  la  première  équation  (i)  devient 
a3»*  — pzm  -f-  qz*m * 

et  donne 


s 


» 
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n3  — qiri‘ 

, Pour  transporter  l’origine  des  axes  du  point  A'  au  point 
M,  sans  toutefois  changer  leurs  directions,  soit  AA' = a, 
MA  = /3;  la  deuxième  équation  (i)  deviendra,  à cause 
d e * = a + * > ^ = i®  + /; 

(/  +(*)•  =p'  (*'+  a)  + q (*'  + * )*; 

mais  le  point  M étant  sur  la  circonférence  de  l’ellipse  A'C , 
on  a entre  * et  fi  la  relation 

P—p'*  4.  qau-, 

* . t 

de  là  l’équation  précédente  se  réduit  à 

y*  + 2Sy  = p’x  4- qx* 4- ; 

et  comme  *'  = zm , y — zn , puisque  z et  z sont  paral- 
lèles , il  s’ensuit  que  l’on  aura 

»'*»*  -f"  2/3»  n = p'e'm  4*  laqz'm  4~ 
par  «conséquent 

♦ J (/>'  4"  2*7  ) m — 2 9>n 

% — . T«  . » 

71  — p1 

a 

Maintenant  l’on  remarquera  que  l’expression  de  z"  dérive 
de  celle  de  z , en  y faisant  simplement  n ou  sin  <p  négatif  ; 
en  effet,  l’angle  K/'MY'  est  négatif  par  suite  de  l’hypothèse 
établie  ci-dessus.  On  a donc 


delà 


» _ {p  4*  2ag  ) m- f-  2/3/t 

* ” n*  — qirf  ’ 

/ . 2 ( P ' 4*  2«gr  ) m 

é»  "f  ^ ‘ 1 ' o O 

n — çttti 


Or,  les  ellipses  étant  semblables  et  concentriques,  four- 
nissent p 


a b%  , ab”  b‘  B“ 

T’  p =~T?  7 = ~«*  = “ V’ 
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a.  = A — a;  la  valeur  précédente  de  z -J-  z"  se  change  donc 
en  celle-ci  : 


donc  ' ... 

z'  + s"=2.z,i  C.Q  F.D. 

Cette  conséquence  aurait  encore  lieu  pour  deux  hyper- 
boles semblables , puisque  p et  p seraient  négatifs , tandis 
que  q serait  positif;  mais  elle  ne  se  vériiierait  que  pour  deux 
paraboles  égales  et  situées  comme  le  sont  les  ellipses 
AC,  A'C.  -,  . 

Ce  théorème  est  énoncé  dans  la  Théorie  de  la  figure  de  la 
Terre j par  Clairaut , page  i58 , et  sert  de  base  à la  recherche 
de  la  figure  dçs  planètes,  lorsque  leurs  parties  sont  suppo- 
sées homogènes.  Ce  grand  géomètre  a employé  la  considéra- 
tion de  la  projection  orthogonale , afin  de  prouver  que  si  ce 
théorème  est  vrai  pour  deux  cercles  concentriques , i^  l’est 
aussi  pour  deux  ellipses  concentriques  et  semblables  ; mais 
notre  démonstration  plus  directe  a toute  la  généralité  que 
l’on  peut  désirer.  En  voici  une  autre  purement  géométrique. 

2e  Démonstration.  Supposons  que  AS  et  SK  soient  tan- 
gentes à la  petite  ellipse , AS  étant  d’ailleurs  perpendicu- 
laire à l’axe  AB.  La  ligne  CS  divisera  nécessairement  AK 
en  deux  parties  égales;  car  on  sait  par  la  théorie  de  cette 
courbe  (n°  160 , L.  C.  ),  que  les  tangentes  menées  par  les 
extrémités  d’une  même  corde , se  rencontrent  sur  le  pro- 
longement du  diamètre;  SC  coïncide  donc  avec  ce  diamètre. 
D’un  autre  côté , puisque  la  corde  MK'  est  parallèle  à AK 
par  construction , et  que  les  deux  ellipses  sont  semblables , 
la  droite  SC  divise  aussi  MK'  en  deux  parties  égales  au 
point  N'  ; donc  la  tangente  SK  passe  par  l’extrémité  K'  de 
la  corde  MK'.  Par  la  même  raison , si  par  le  point  M on  tire 
la  corde  mh"  parallèlement  à AK,  la  ligne  SK  passera 


r~; . 


de  géométrie.  i5g 

pareillement  par  l’extrémité  k"  de  cette  cordc.  Concluons 
de  là  que  Mmi'R'  est  un  trapèze.  Or  Am  = AM,  et 
mk”  — MK";  donc  comme  ci-dessus,  MK”  + MK'  =s  ?.AK. 

• • PROBLÈME. 

77.  Un  cercle  étant  donné  de  grandeur  et  de  position  dans 
un  angle  connu,,  trouver  le  centre  d’un  cercle  qui  touche 
à la  fois  les  côtés  de  l’angle  et  le  cercle  donné.  Fig.  47.] 

Soient  a et  £ les  coordonnées  rectangles  du  point  M situé 
sur  la  droite  AM;  x et  y'  les  coordonnées  du  centre  M'  du 
cercle  cherché;  r le  rayon  WD  du  cercle  connu;  b — PN 
l’ordonnée  du  centre  de  ce  cercle  ; et  AN  = B. 

Le  cercle  P'C  devant  être  tangent  aux  côtés  AC,  AC,  son 
centre  sera  situé  sur  la  droite  AM  qui  divise  l’angle  CAX 
en  deux  parties  égales  ; et  les  centres  M',  N , et  le  point  de 
contact  D seront  en  ligne  droite.  Or , entre  les  coordonnées 
des  points  M , M'  qui  sont  sur  la  même  droite  AM , on  aura 
cette  relation  : 

y r t n r K\ 

S = -,  ou  «y  =*/3.  (A) 

X et 

De  plus , entre  la  distance  M'N  des  centres  et  les  coordon- 
nées de  ses  extrémités,  on  aura  cette  autre  relation  : 

(r +yy = (*—/)* +(«—*' )•;  (B) 

développant  celle-ci,  réduisant  et  substituant  pour  y'  sa 
x'&  . , 

valeur  — , tirée  de  la  première  équation , il  viendra , à 

Ct 

cause  de  B*=  a*  +A*, 

r>  | **'&_  B„  _ _ a«**  . 
et  et  et 

d’où  l’on  tire,  en  résolvant , par  rapport  à x', 

^±2  ± — (B’ — r*). 
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Cette  quantité  est  susceptible  d’une  construction  très  simple 
et  très  élégante.  En  effet , prenez  AQ  — b-\-r,  et  l’ordonnée 

QR  aura  pour  expression  analytique,  j3  porte* 

RQ  de  P en  R',  et  AR'  représentera  la  quantité  ration- 
nelle ; menez  au  cercle  donné  la  tangente  AT,  qui  sera  égale 

à i/B*  — r‘,  puisque  AT  = AN  — NT;  prolongez  indéfi- 
niment NT,  et  faites  AS  = AR';  la  quantité  radicale  * sera 
représentée  par  TS.  Enfin , prenez  SV=  AS,  et  SV'=  ST  ; 
des  parties  TV,  VV'  seront  les  denx  valeurs  de  x.  La  pre- 
mière partie  répondant  au  cas  où  le  cercle  donné  est  entre 
l’origine  et  le  cercle  à décrire;  et  la  seconde,  au  cas  où  le 
cercle  à décrire  est  entre  le  cercle  donné  et  l’origine. 

Si  l’on  construisait  les  équations  (A)  et  (B) , dont  l’une 
appartient  à une  droite  et  l’autre  à une  paraltole , les  coor- 
données des  points  d’intersection  de  ces  deux  lignes  seraient 
à la  fois  les  deux  valeurs  de  x et  de  y • 

PROBLÈME. 


78.  Diviser  un  trapèze  entre  deux  parties  égales  par  une 
ligne  parallèle  aux  deux  bases. 

Q Fig.  48.3  Soient 

AB  = b,  BD  = A , AC  = A',  AP  — x , PM  = y. 
L’équation  de  la  droite  CD  étant 

Y = x + A', 

b \> 

on  a entre  les  coordonnées  du  point  M la  relation 

A -A'  1 jj 

y — — j — * + A ; 

et  puisque  l’aire  du  trapèze 

ABCD  = b 

m 2 
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que  celle  du  trapèze 


(A — A')  x+ib/i 
26 


APMC  = - 
on  en  conclura 

r/  j_  l/^  , un  (A-f-A')A* 

L(  A — A ) x -f-  20A  J x = , 


ou  bien 


2 ( A — A'  ) x1  + 4£A'x  = ( A -f  A'  ) A*  ; 


(A) 


d’où  l’on  tire 
AA' 


On  conçoit  que  cette  formule  doit  se  simplifier  beau- 
coup, lorsque  l’une  des  bases,  A'  par  exemple,  est  nulle. 
En  effet , pour  le  cas  du  triangle 


mais  lorsque  A = A' , on  ne  peut  rien  conclure  de  l’équa- 
tion (B)  dans  l’état  où  elle  est  présentement;  alors  on 
effectuera  la  réduction  de  l’équation  (A)  , ou  bien  l’on  pro- 
cédera ainsi  qu’il  suit  ; 

Changez  A en  A'  -f-  q dans  la  formule  (B) , elle  deviendra 

— AA'±  A y/‘ ( iHg  -t-ga-f  3 A'*) 

9 * 

développez  le  radical  par  rapport  aux  puissances  ascen- 
dantes de  q , ce  qui  s’effectue  par  la  formule  du  binôme , 
ou  plus  commodément  par  la  méthode  des  coefiSciens  indé- 
terminés, et  l’on  aura  cette  série, 

x-*  + È2.+ 

2 + 8A'  + 


Lorsque  h'  = h,  on  a 7 = 0,  et  alors  tous  les  termes  de 

11 
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cette  série,  excepté  le  premier  -,  s’anéantissent;  d’où  îf 

suit  que  x — - , comme  on  devait  bien  s’y  attendre.  Voyez , 

pour  acquérir  une  plus  ample  connaissance  de  ce  procédé 
d’analyse,  le  Traité  élémentaire  de  Calcul  différentiel , par 
M.  Lacroix , 3*  édit. , n°  94. 

Rien  ne  serait  plus  aisé  que  de  généraliser  ce  problème. 

PROBLÈME. 

79.  Diviser  un  triangle  scalène  en  quatre  parties  égales , 
par  deux  lignes  qui  se  coupent  à angles  droits. 

[_  Fig.  Soient  AB  = a,  et  et  j3  les  coordonnées  du  som- 

met C du  triangle  donné , BN  ±=  a , AN'  = z ; on  aura 

AN  ==  a — s ; 


et  soit  BD  —a  — et  z 

« 

= c | on  aura 

a m a & 

aire  ACd  = — . 

2 

La  droite  AC  aura 

pour  équation 

|8 

— S 

(') 

fa  droite  CB , 

y = — {X^a), 

(*) 

la  droite  NH , 

Y — A (* — a + z)  , 

(3) 

la  droite  N'H', 

:,==rt*-n  ' 

(4) 

Si  l’on  combine  les  équations  (2) , (3) , il  en  résultera  , 
pour  l’ordonnée  du  point  H , 

m 
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et  à cause  que  l’aire  du  triangle  NHB  zz,  — on 


aura 


A/3z* 


d’où  l’on  tire 


ad 

A c -f-  0 4 

ad 


A=- 


2Z — ac 


(T) 


Si  l’on  combine  de  même  les  équations  (i)  et  (4) , on  ' 
obtiendra,  pour  l’ordonnée  du  point  H', 

et  parce  que  l’aire  du  triangle  A'FTH' 


ACB 


afi 

4 ’ 


on  aura 


d’où 


V- 


ad 


Ad  et  3 ’ 


A =3 


2Z 


a/3 


(T) 


Maintenant,  pour  obtenir  une  première  relation  entre 
z et  z , on  égalera  les  deux  valeurs  de  A et  l’on  aura , 
après  avoir  chassé  les  dénominateurs, 

(2z'a  — as.)  (az*  — ac)  = a*d*  ; (M) 

d’un  autre  côté  les  équations  des  droites  NH , N'H'  devien- 
dront, en  substituant  respectivement  pour  A ses  valeurs 
équivalentes  (T),  (T), 

ad 


y — 


2z*  — ac 
— a fi 


( x—a  + z ), 
(*-*')> 


ce  qui  donne  pour  l’ordonnée  du  point  M d’intersection 
de  ces  mêmes  droites , 
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afiz  — a' fi  4-  ‘>fiz 

y = MP  = r- 

•J  **  . 


2 3*  — ac  + îs"  — 

mais  parce  que 

NN'=AN;—  AN=*'— a+z, 


et  que  l’aire  du  triangle  NMN'=NN'  X 


MP ACB 

* “ 4 ’ 

on  aura  cette  autre  relation  entre  les  inconnues  z , z' 


a@  (z'  — a+s)* 


afi 


2*“  — <7c-4-2z'a— an  4 ’ 
ou  bien  remettant  pour  c sa  valeur  a — <*,  et  simplifiant 
4 (s'  — a z )*r=2  z1  — a* 4- 2 z'1, 

ou  enlin 

2 z'%  4”  2 ea  4-  5 a1  — 8 az'  +8zz'  — 8 nz  = o.  (N) 

Si  l’on  veut  une  solution  géométrique  du  problème  pro- 
posé, on  construira  séparément  les  courbes  dont  les  lieux 
sont  déterminés  par  les  deux  équations  (M),  (N);  les  divers 
points  d’intersection  de  ces  courbes  donneront  les  valeurs  de 
z et  de  z',  et  l’on  obtiendra  par  le  moyen  de  l’une  des  équa- 
tions (T) , (T') , la  position  du  point  M où  devront  se  croiser 
perpendiculairement  les  droites  NH,  N'H'.  On  pourrait 
encore  parvenir  au  même  but  en  construisant,  par  la  mé- 
thode exposée  au  n°  172  du  Traité  d’application  de  l’Al- 
gèbre à la  Géométrie  de  M.  Lacroix , l’équation  du  huitième 
degré  résultante  de  l’élimination  de  l’une  des  inconnues  en- 
tre les  équations  (M),  (N);  mais  il  faut  l’avouer , quoiqu’il 
soit  intéressant  d’examiner  si  les  formules  dont  dépend  la 
solution  d’un  problème  de  Géométrie  peuvent  se  construire 
avec  simplicité  et  élégance , les  méthodes  numériques  d’ap- 
proximation, au  point  où  elles  sont  portées  aujourd’hui, 
doivent  être  en  général  employées  de  préférence,  parce 
qu’ellés  conduisent  toujours,  avec  plus  de  précision,  aux 


r 


4 
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résultats  que  les  opérations  graphiques  n’atteignent  qu’iui- 
parfaitcment. 
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8o.  Trois  cercles  inégaux  étant  donnés  de  grandeur  et 
de  position  sur  un  planj  si  en  les  considérant  deux  à 
deux  on  leur  mène  des  tangentes  extérieures  jusqu  à ce 
qu'elles  se  coupent , les  trois  points  d' intersection  qu’on 
obtiendra  de  cette  manière  seront  en  ligne  droite. 

[Fig.  5o.]  Supposons  que  les  tangentes  communes  à deux 
des  cercles  donnés  C,  C',  C",  se  rencontrent  en  A,  M,  M'j 
il  s’agit  de  démontrer  que  ces  trois  points  sont  en  ligne 
droite. 

Soient  r,  r , r"  les  rayons  des  cercles  C,  C,  CC" , et  faisons 
les  distances 

CC=a,  CC '=a',  CC'=a', 

C'M=b,  CM'=i',  AC=b‘-, 
eniin  menons  par  le  point  M la  droite  M/  parallèle  à 
CM',  jusqu’à  ce  qu’elle  rencontre  la  droite  AC',  et  faisons 
Cll'=*,U'M=y. 

On  aura,  à cause  des  triangles  semblables  CC'C,  C'MR' , 
ces  deux  proportions 

a"b 


b I x ~ - 


b ! v = 


a 

a'b 


et  si  la  droite  AM  ne  passe  pas  par  le  point  M'  où  les 
tangentes  aux  cercles  CC"  se  rencontrent,  elle  coupera  la 
ligne  des  centres  C"M'  en  un  autre  point  m.  Dans  ce  cas 
les  triangles  semblables  AR'M , AC  m , donneront 

b"  — X :y  ::  a”  -\-b“  : C m-, 

d’où 

Cm  = y («"  + *")  _tib  la+b")  I ’ r- 


1 


J 


w 

* /JN 


abM  —a  b 


m 
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Mais  par  le  problème  du  n°  61 , on  a 
C'M  = b = , 

r — r 


AC  = b" 


r — r 


ainsi  en  substituant  dans  l’expression  de  Cm  pour  b et  b " 
leurs  valeurs,  on  aura,  après  les  réductions  qui  se  présentent 
d’elles-mêmes , 


cette  valeur  étant  précisément  celle  de  b' , on  doit  en  con- 
clure que  les  points  m et  M/  coïncident  ; donc  le  théorème 
- énoncé  a réellement  lieu.  • , 

Les  élèves  pourront  s’exercer  à chercher  à exprimer  les 
coordonnées  des  points  M,  M’,  C"  en  fonction  des  rayons 
r r r" , et  des  distances  a a a",  en  prenant  pour  axes  des 
x,  y,  les  droites  AX,  AY  perpendiculaires  entre  elles.  Si 
par  exemple,  s y,  x y' , sont  les  coordonnés  rectangles  des 

x y m 

points  M , M' , ils  trouveront  que  — = ^r,  ce  qui  démontre 

x y 

encore  la  proposition;  mais  ce  procédé  analytique  n’est  pas 
le  plus  simple  que  l’on  puisse  imaginer.  *• 

Si  les  tangentes  communes  à deux  cercles  se  coupaient 
entre  leurs  centres,  c’est-à-dire  si  elles  étaient  menées  inté- 
rieurement à ces  coarbes , il  y aurait  toujours  deux  de  ces 
points  d’intersection  et  l’un  des  points  A,  M,  M'  qui  seraient 
sur  une  même  droite  ; c’est  ce  que  l’on  propose  de  démontrer. 

Lorsque  l’on  a r"  = r , non-seulement  les  tangentes  M , 
n" , M'K  sont  parallèles  entre  elles,  mais  encore  la  ligne 
C"  C , qui  joint  les  centres  des  cercles  égaux , est  parallèle 
à la  droite  AM  qui  passe  par  les  concours  des  tangentes 
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communes  à deux  cercles  inégaux  [ fig.  5i  ].  Cette  propo- 
sition qui,  je  pense,  n’avait  pas  été  remarquée  avant  la  pre- 
mière édition  de  cet  Ouvrage,  ne  laisse  pas  d’être  curieuse  : 
on  peut,  d’après  ce  qui  précède,  eu  donner  facilement  une 
démonstration  à priori , et  nous  observerons  aux  lecteurs 
familiarisés  avec  les  considérations  de  la  Géométrie  descrip- 
tive , que  cette  même  proposition  conduit  naturellement  à 
la  suivante  : 

Si  de  trois  sphères  données  de  grandeur  et  de  position , 
deux  sont  égales,  la  commune  section  du  plan  qui  passe 
par  les  centres  des  trois  sphères  et  du  plan  qui  leur  est 
tangent , est  toujours  parallèle  à la  droite  qui  joint  Us  cin- 
tres des  sphères  égales. 


THÉORÈME. 


81.  Si  par  tant  de  points  que  Von  voudra  d’une  droite 
donnée  de  position  à l’égard  d’une  courbe  quelconque  du 
second  ordre , on  mène  de  deux  en  deux  des  tangentes  à 
cette  courbe j les  lignes  qui  joindront  les  contacts  d’un 
même  couple  de  tangentes  se  couperont  en  un  seul  et 
même  point,  et  réciproquement. 

Supposons  que  la  courbe  du  second  degré  soit  rapportée 
à des  axes  obliques  [ fig.  54  ] , tels  que  l’axe  des  y soit  pa- 
rallèle à la  droite  donnée  TT' j son  équation,  en  plaçant 
l’origine  des  coordonnées  à l’extrémité  A d’un  de  ses  dia- 
mètres, sera  (n°  5a  ) 

(i)  y*  = mx  + nx* , 

et  une  droite  T'M' , qui  serait  tangente  à cette  courbe  et 
qui  serait  assujettie  à passer  par  un  point  T'  ayant  pour 
coordonnées  ct/S , aurait  pour  équation  » 

(a)  a fiy'  = ( ma  -f-  m.)  x'  -f-  ma. 

Mais  cette  seconde  équation  est  aussi  celle  de  la  corde 
Wm'  qui  joint  les  points  de  contact  des  deux  tangentes 
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qu’on  peut  mener  par  un  même  point,  lorsque  x'  et  y'  sont 
considérées  comme  les  coordonnées  courantes  (n°  55)  ; ainsi 
l’abscisse  du  point  où  cette  corde  coupe  l’axe  des  x est 


(3) 


ma 

ma  m 


> 


et  ne  dépend  que  de  la  distance  a de  l’origine  A des  coor- 
données au  point  T où  la  droite  TT'  rencontre  l’axe  des 
x : sa  valeur  sera  donc  toujours  la  même  quand  on  ne  fera 
varierque  l’ordonnée  (3  du  point  T'  ; ce  qui  suffit  pour  prou- 
ver la  vérité  du  théorème  énoncé. 

Il  est  inutile  de  faire  remarquer  que  cette  valeur  parti- 
culière de  ar'=AR  se  présente  sous  la  forme  négative, 
parce  que  nous  avons  supposé  originairement  l’abscisse  a 
positive.  Si  l’on  voulait  se  conformer  à la  disposition  de  la 

figure,  il  faudrait  écrire  x'~  — ; mais  dans  l’utt 

ma  •+-  m 

comme  dans  l’autre  cas , l’on  voit  que  a et  x'  sont  de  signes 
contraires. 

L’équation  (i) , et  celle  (a)  dans  laquelle  on  ferait  /9=  o , 
prouvent  sur  le  champ  que  la  droite  menée  par  le  sommet 
d’un  angle  circonscrit  à une  courbe  du  second  ordre  et  par 
le  centre  de  cette  courbe , divise  la  corde  de  contact  en  deux 
parties  égales.  ' 

PROBLÈME. 

82.  £Fig.  55.]  Deux  points  B,  C étant  donnés  de  position 
à l’égard  d’un  cercle  connuj  trouver  sur  la  circonférence 
un  point  M , duquel  menant  au  centre  A , et  aux  points 
donnés  les  droites  ÀM , MB,  MC,  les  sinus  des  angles 
AMB , AMC  soient  entre  eux  dans  le  rapport  de  m n. 

• 

Joiguez  les  points  donnés  par  la  droite  BC , et  du  point  A , 
centre  du  cercle  donné,  abaissez  sur  cette  droite  la  perpen- 
diculaire AY,  que  vous  prendrez  pour  l’axe  des  ordonnées, 
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et  menez  la  droite  AX  parallèle  à BC,  ce  qui  ne  peut  man- 
quer de  simplifier  les  calculs.  Enfin  , des  points  B,  C,  abaissez 
sur  AX  les  perpendiculaires  BH , CK. 

Maintenant,  soient 

AH  = a,  AK=  et',  BH  = CK  = /3, 

et  x,  y les  coordonnées  du  point  M cherché. 

La  droite  BM  qui  doit  passer  par  un  point  B dont  les 
coordonnées  sont  a,  R,  forme  avec  l’axe  des  abscisses  un 
angle  dont  la  tangente  a pour  expression 


* -I-  * 

De  même  la  droite  MC  forme  avec  l’axe  AX  un  angle 
dont  la  tangente  est 


Enfin , la  tangente  A"  de  l’angle  produit  par  la  droite  AM 
et  l’axe  des  abscisses,  s’exprime  par 

A"=— . 

JC 

Or,  selon  le  n°  45,  le  sinus  de  l’angle  M'MC,  formé  par 
les  deux  droites  AM , MQ , a pour  expression , 

(A"- A’) 

l/i  A'a  V/i  + A"*’ 

à et  a étant  ici  représentées  par  A",  A'. 

Concluons  de  là  que  sinus  CMA , ou 

y (.*'  — *)  — * (R  — v) 

sinus  M MC  — — J 

]/  (a! — *)*4-  (fi  —yY  |/*‘+.y* 

Par  la  même  raison,  si  l’on  substitue  A à la  place  de  A',  et 

que  l’on  fasse  usage  des  valeurs  analytiques  rapportées  plus 

haut,  on  obtiendra  sin  BMA, 
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sin  AMN  : 


y(ct  + X)  + (jg  — y) 


V/(«  + *)‘+0S—  y)'  V*'+y% 


Mais , suivant  l’énoncé  du  problème , on  doit  avoir  cette 
proportion  : 

sin  AMB  : sin  AMC  :t  m : re; 


d’ou 


m sin  AMC  = n sin  AMB. 


Mettant  dans  cette  équation,  au  lieu  de  sinus  AMC , et  de 
sinus  AMB , leurs  valeurs  calculées  ci-dessus , on  aura , après 
s’ètre  débarrassé  des  dénominateurs,  et  avoir  simplifié , 

( a!ny  — /S nx)  y'  { <t-\-  x)1  + Q3  — y)* 

= ( &my  -f-  $mx)  V {al — a:)2  + C/3  — Hf) *»  C1) 

,•  Si  l’on  combinait  cette  équation  avec  celle  du  cercle  donné 
**  4- y1  = r»,  (a) 

on  arriverait  à une  équation  du  sixième  degré  ent,  et  en 
appliquant  le  procédé  du  n°  172  {L.  C.),  on  obtiendrait 
l’abscisse  AP  du  point  cherché  C*)-  C’est  à ce  résultat  qu’est 
parvenu  Descartes  dans  la  soixante-cinquième  de  ses  Lettres, 
tome  III.  Il  est  remarquable  que  la  solution  de  ce  problème 
dépend  d’une  manière  bien  simple  de  celle  de  cette  question: 

Trois  points  A,  B,  C étant  donnés  [fig.  56],  soient  dé- 
crites des  circonférences  sur  les  distances  AB , AC  prises 
pour  diamètres , et  du  point  A soient  menées  tant  de  cordes 
AE,  AD  que  l’on  voudra , mais  qui  soient  toujours  entre 
elles  dans  le  même  rapport;  on  demande  la  nature  de  la 
courbe  sur  laquelle  se  trouveront  les  points  M d’ intersection 
des  droites  EC,  BD. 


(*)  Il  n’est  peut-être  pas  inutile  de  prévenir  que  les  quantités  renfer- 
mées sons  les  radicaux  de  l’équation  (1)  sont  susceptibles  çfêlrc  simpli- 
fiées aU  moyen  de  l’équation  (a)  ; et  c’est  ce  qui  fait  que  l’équation 
finale  en  x n’est  que  du  eixième  degré. 
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Si  l’on  appliquait  convenablement  l’analyse  précédente 
â ce  problème,  et  que  l’on  prît  AD  et  AE  dans  le  rapport 
de  min,  c’est-à-dire  de  sin  ÀMB  : sin  AMC,  on  retombe- 
, rait  sur  l’équation  (i)  : d’où  il  suit  que  lorsque  l’intersec- 
tion des  droites  EC , BD  s’effectuera  sur  la  circonférence 
du  cercle  donne , le  point  M sera  celui  qui  satisfait  à la 
première  proposition;  et  c’est  ce  qu’il  est  facile  de  voir 
d’abord  sans  faire  aucun  calcul. 

On  démontrerait  fort  aisément,  par  la  méthode  des 
minimis,  qu’une  bille  allant  de  B en  C,  en  frappant  la  bande 
circulaire  M , doit  parcourir  une  ligne  brisée  BMC,  telle  que 
les  angles  BMA , CMA  soient  égaux. 

PROBLÈME. 

83.  Etant  donné  un  point  lumineux  d’où  partent  des  rayons  \ 
divergeas  qui  viennent  frapper  une  surface  sphérique  ré- 
fringente, trouver  le  point  de  concours  de  chaque  rayon 
réfracté  avec  l’axe  de  la  sphère  qui  passe  par  le  point 
lumineux,  connaissant  d’ailleurs  la  direction  des  rayons 
incidens. 


[Fig  57.]  Soient  les  lignes  connues  AC  = «,  BC  = r, 
CP  — p , PM  = q ; et  l’inconnue  CX  = 2. 

Si  l’on  prend  le  point  lumineux  A pour  origine  des  axes 
rectangles,  l’équation  du  rayon  incident  AM  sera 


et  celle  du  rayon  réfracté  MX, 


y = --±-^x-e-zy. 

De  plus  entre  p et  q on  aura  la  relation 


P1  + = r*. 

Cela  posé,  puisque  les  perpendiculaires  CE,  CF  partent 
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du  point  C situé  sur  l’axe  des  abscisses,  on  aura  (n®  43) 
par  rapport  au  premier  rayon , 

CE=  ~~a—  _ V^-P* 

V 1 + a*  {/a.2  — 2 etp  + r® 

et  par  rapport  au  rayon  réfracté , 

rv—TL3lZ±  = - « V /r*-P*  . ' * 

V'  +«*  + 

or  le  rapport  du  sinus  d’incidence  au  sinus  de  réfraction 
étant  censé  connu,  on  a CE  ‘ CF  " « ! £.  On  déduira  donc 
de  là,  et  des  valeurs  analytiques  précédentes, 

k Z 

\/  et*—  2 etp  -4-  r*  [/  z* -l- 2 pz  ■+■  r* 

. . k 4 r1 

et  si , pour  abréger , on  fait  m — — , «e  -J m — n , on 

«t  tt 

tirera  de  cette  équation 

z ___  -f-  V m?px  — 2 mr*p  -f-  mnr* 

n — 2 p 

Ainsi  quand  on  aura  la  direction  du  rayon  incident  AM , 
on  connaîtra  le  point  M ; et  à l’aide  de  cette  valeur  de  a , 
on  aura  le  point  X de  concours  du  rayon  réfracté  MX  avec 
l’axe  AX. 

Le  problème  que  nous  venons  de  résoudre  est  le  3i*  de 
X Arithmétique  universelle.  L’illustre  auteur  de  cet  immortel 
ouvrage  l’a  résolu  par  la  comparaison  des  triangles  sembla- 
bles que  présente  la  construction  de  la  figure , et  il  est  par- 
venu au  résultat  précédent.  Selon  cette  figure  les  rayons 
încidens  sont  divergens  et  passent  dans  un  milieu  plus 
dense;  mais  s’il  arrivait  le  contraire,  le  procédé  de  calcul 
serait  encore  le  même,  en  ayant  égard  toutefois  à la  diffé- 
rence des  conditions. 

X • 

, * 

* s 

f 
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PROBLÈME. 

84.  £ Fig.  58.  ] Un  point  M étant  donné  de  position  dans 
un  angle  connu  BAX,  trouver  les  coordonnées  du  centre 
d'un  cercle  tangent  à la  droite  AX,  qui  passe  par  le  point 
M et  qui  coupe  le  côté  AB,  de  manière  que  la  partie  ni  m' 
interceptée  dans  le  cercle  soit  d’une  grandeur  donnée. 
Soient  et,  fi  les  coordonnées  du  point  M; 

TTLJTl  jtpf 

la  tangente  de  l’angle  BAX  = a. 

Soient  en  outre 


et 

& 


n 


les  coordonnées  dés  points 

M',  m,  m'-, 

et  puisque  le  cercle  doit  être  en  contact  avec  AX , son  rayon 
sera  égal  à g'. 

1.’ équation  du  cercle  cherché , pour  un  point  quelcon- 
que de  sa  circonférence,  est  (n°  47  ) 

et  pour  le  point  donné 

(*  — «')*+  (0-/37  = (2) 

de  plus  la  droite  AB  est  donnée  par 

y = ax,  (3) 

et  par  rapport  à la  distance  mm  on  a 

4 *■=,(«'—»)•+(/-,)•.  (4) 

Toutes  les  conditions  du  problème  étant  exprimées  par  «les 
équations , et  celles-ci  étant  en  nombre  suffisant  pour  dé- 
terminer les  inconnues , on  obtiendra  une  équation  finale 
en  a ou  en  fi' . Voici  le  détail  de  l’élimination. 
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Les  équations  ( i ) et  (3)  étant  accordées  ensemble  don- 
neront les  valeurs  de  x , y et  de  x,  ÿ,  c’est-à-dire,  les 
coordonnées  des  points  d’intersection  m,  m \ parce  qu’en 
général  une  droite  coupe  la  circonférence  en  deux  points  : 
On  trouve  en  effet, 


et 


a(i'  -f-ct'dl  {/ -f  2a a'|S' 
_ - i -f-  a' 

at'+af±q  y /fly»-aV‘+  2 


Or,  si  l’on  désigne  seulement  par  x,  y les  valeurs  de  ces 
expressions  relatives  aux  signes  supérieurs  des  radicaux  , 
et  par  x',  y'  les  valeurs  prises  par  rapport  aux  signes  infé- 
rieurs, on  aura,  après  avoir  éliminé  x,y,  et  jc' , y de  l’é- 
quation (4) , et  chassé  le  dénominateur, 

4p‘(a’+  I )s=4aai3,»(ai- f- 1 )— 4 1 )+8 1 )«'  ; 


on  bien  simplifiant,  et  faisant  pour  abréger, 


a“  -f-  1 — m* , • 

on  trouvera 

* pîm*=a^',-aV'J+2aa'(S'(‘).  (A) 

Faisant  passer  le  terme  a? a!1  dans  le  premier  membre , 
ajoutant  de  part  et  d’autre,  on  aura 


( * ) On  parviendrait  tout  d’abord  à ce  résultat,  si  l’on  voulait  partir  de 
cette  considération,  que  dans  le  cercle,  toute  perpendiculaire  M'N 
abaissée  du  centre  M'  sur  une  corde  mm'  divise  cette  corde  en  deux 
parties  égales.  En  effet,  les  coordonnées  du  point  M'  étant  désignées 
par  a!  et  /S',  l’expression  de  la  perpendiculaire  M'N  sera,  par  le 


n*  43,  - - 


P — ua! 


«'  -/B 


; et  & cause  de  mN  = p et  de 


v^l  -f-  a*  y 1 + a’ 
mM'  = H,  le  triangle  rectangle  roNM'  fournira  cette  relation  entre  ses 

côtés , ^ p»  — laquelle  étant  développée , deviendra 

ideatiqne  avec  le  résultat  dont  il  est  question. 
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p*m*  -J - «i'a(aa-f-  1 )=a’/S'a  +2a*'/3' 

Enfin,  extrayant  la  racine  carrée,  et  faisant  attention 
que  a*  -f-  1 = TM*  ; il  -viendra 


m y/  a'a  +/)a  = <J.S'  -+-  a*. 

J’observe  maintenant  que  de  l’équation  (2)  on  tire , eu  dé- 
signant a*  -f  (3*  par  y* , * 


ya+ 1 


■ 2 tut' 


23 


(B) 


Ainsi  substituant  cette  valeur  dans  l’équation  précédente, 
il  en  résultera  , après  avoir  cliassé  le  radical  et  le  dénomi- 
nateur, et  ordonné  par  rapport  à l’inconnue  <•', 


:Jv 

n-4  ' 


+4  « /3 

— 4«*<t 

+ 

— 4 <***>* 

— 4i®*m* 

— 4/8’m‘p, 


H 


d’où  l’on  voit  que  la  valeur  de  l’abscisse  <t  du  point  de  con- 
tact cherché  dépend  d’une  équation  du  quatrième  degré; 
mais  pour  donner  à cette  équation  une  forme  un  peu  plus 
simple,  nous  rendrons  d’abord  tous  ses  termes  homogènes , 
en  restituant  partout  où  il  en  sera  besoin,  les  puissances  de 
l’unité  qui  peut  être  prise  arbitrairement  (n°  71.  L.  C.)- 
Pour  cet  effet,  soit  1 = as , on  aura,  en  vertu  du  principe 
de  l’homogénéité , 


a*a.' — a*)* 

— 4 /3'm1 

Divisant  tout  par  a1,  et  posant  pour  plus  de  commodité 
*3  • 

^ = 


a!  * -4“4>  * — a xV-ffl  * y * 

— 4 




a 


il  viendra  enfin, 

« H-4  (s— *)«“  + 4(e— «)* 

4-2y* 

— 4/‘ 


«'*  4-  4v*  (* — *)«  -f  v4  ] 

— 4/V  r— «• 


.Ir 


- -# 
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Il  est  très  remarquable  que  cette  dernière  équation  ob- 
tenue par  une  méthode  vraiment  analytique,  est  la  même 
que  celle  à laquelle  d’autres  auteurs  sont  parvenus  à l’aide 
de  quelques  constructions  préparatoires.  ( V oyez  à ce  sujet 
la  Géométrie  de  Bossut , page  345.  ) Il  y a plus , c’est  que  ces 
constructions,  qu’il  a fallu  d’abord  imaginer  , sont  indiquées 
par  les  valeurs  mêmes  de  e et  de /;  car  si  par  le  point  donné 
M on  mène  respectivement  aux  droites  AF , AP,  les  parallèles 
DM , ME,  les  parties  DP,  AE,  auront  pour  expression 

«tjS  fim 
a ’ a ’ 

la  ligne  PF  étant  considérée  toutefois  comme  la  tangente 
de  Fangle  A.  Cette  conformité  de  résultats  est  donc  une 
preuve  de  la  généralité  de  la  méthode  que  nous  employons 
dans  cet  Ouvrage. 

Sans  chercher  à construire  l’équation  finale  en  a'4,  on 
peut  résoudre  graphiquement  le  problème,  en  construi- 
sant d’une  part  l’équation  (A)  , et  de  l’autre  l’équation  (B)  ; 
parce  que  le  nombre  des  intersections  de  ces  deux  courbes 
déterminera  le  nombre  des  cercles  susceptibles  de  satisfaire 
à la  question.  De  cette  manière , les  solutions  graphiques 
sont  souvent  plus  élégantes  et  plus  simples  que  par  l’autre 
méthode. 

On  peut  aussi  résoudre  les  équations  à l’aide  des  tables 
de  logarithmes  et  de  celles  des  sinus  ; mais  nous  ne  donne- 
rons aucun  exemple  de  ce  genre  : nous  indiquerons  seule- 
ment la  IVigonométrie  de  Cagnoli , qui  ne  laisse  rien  à 
désirer  à ce  sujet.  , • 

FROBT.ÈMB. 

85.  Trouver  le  rayon  d'un  cercle  tangent  à trois  autres. 

Première  solution.  Supposons  que  le  cercle  C touche  exté- 
rieurement les  trois  autres  c , c , c"  donnés  de  grandeur 


y 
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et  de  position.  Soient  r,  r,  r les  rayons  de  ces  derniers, 
R celui  du  cercle  C cherché,  a = ce",  a!  ~ ce";  a."  = ce', 
les  distances  connues  des  centres  des  trois  cercles  donnés  ; 
ç l’angle  que  a!  fait  avec  la  distance  inconnue  cC  = R r ; 
enfin  l’angle  c"cc  = 0. 

Le  triangle  Ccc"  donne 

(R  + r"y  = et'4  + (R  + r)*  — 2ï'  (R  + r)  cos  <f  ; 
le  triangle  Ccc  donne  de  même, 

(R  + r'y  = + (R  + r)1  — a»"  (R  + r)  cos  (8  — <p ) ; 

faisant  les  développemens  des  puissances  et  réduisant,  on 
obtient  . * / 


(D) 

(E) 


r m rn  dL*  4-  r3 
(R+r)cos^=î-r^R+  — 

CL  ZX  v 


(R  + r)  coS  (fl  _ 9)  = L-Jl  R + Ï-±J— 1-\ 


Telles  sont  les  équations  les  plus  simples  entre*  les  deux 
inconnues  R et  ç.  Pour  en  éliminer  l’angle  <p , écrivons 
d’abord  ces  deux  équations  d’une  manière  abrégée , ainsi 
qu’il  suit  : . „ 

(D')  (R  -4*  r)  cos  f>  = ttïR  -f-  n , 

(E')  (R  + r)  cos  (fl  — <p)  = m'R  + n’,  (*) 

et  remarquons  qu’à  cause  de 

cos  (9  — q>)  = cos  9 cos  p -+•  sin  9 sin  <p , 
on  a > ’ , * 

sin  fl  sin  0 = cos  (9  — <p)  — cos  6 cos  <p  ; 


par  suite,  en  élevant  les  deux  membres  au  carré  et  réduisant, 

(F)  cosV+cos5  (9 — p)+cosa9 — a cos  9 cosp  cos  (8 — ç)  = i . 



» 

(*)  Les  valeurs  de  n et  n'  sont  faciles  à constrnire , puisqu’elles  donnent 
la  position  des  centrât  radicaux  des  cercles  ec*  et  ce'  (n*  47  )• 

12 
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Mettant  iei  pour  cos  <p  et  cos  (8  — <p)  leurs  valeurs  tirées 
<le  (D')  et  (E'),  il  viendra  • . t 


(G)  »»*  + rri*  1 R*  -(-  2 (mn  -)-  m'riy I R ■+•  n%  -f-  ri*  1'  > 


— sin 


- 2 r sin*  9 


R+  »*  + ri'ï^ 

— r*  sin'  if 


Nous  voilà  arrivés  par  une  route  très  directe  à l’équation 
du  deuxième  degré,  quittait  connaître  le  rayoudu  cercle 
cherché  et  qui  donne  par  conséquent  deux  valeurs  de  R.  La 
plus  petite  valeur  est  le  rayon  du  cercle  C touché  exté- 
rieurement par  les  trois  autres , et  la  plus  grande  est  le  rayon 
du  cercle  touché  intérieurement  par  ceux-ci.  Je  ne  parlerai 
ni  des  six  autres  cas  particuliers , qui  se  déduiraient  aisé- 
ment de  cette  équation , ni  de  la  construction  géométrique 
à laquelle  les  équations  ' ( D , E ) donneraient  lieu  ; parce 
que  la  solution  suivante,  due  à M.Gergonne,  est  d’une 
extrême  simplicitéêt  de  la  plus  grande  élégance,  et  qu’elle 
s’applique  non- seulement  à la  recherche  d’une  sphère  tan- 
gente à quatre  autres,  mais  même  à celle  d’un  cercle  qui  en 
touche  trois  autres  donnés  sur  la  surface  d’une  sphère , 
comme  on  le  verra  dans  la  troisième  section.  (*) 

Deuxième  solution.  Rapportons  tous  les  cercles  à des 
coordonnées  rectangles,  et  désignons  en  conséquence  par 
à,  b les  coordonnées  du  centre  de  c j par  a , b',  celles  du 
centre  c ■>  par  A,  B les  coordonnées  inconnues  du  cercle 
cherché  C,  dont  le  rayon  est  R 3 enfin,  par  x,y  les  coor- 
données du  point  où  le  cercle  c",  dont  nous  placerons  le 
centre  à l’origine  des  axes,  touche  le  cercle  C à décrire. 
On  aura  (n°  47)»  en  supposant  que  tous  les  contacts  soient 
extérieurs , 


(*)  Le  n°  6 de  la  Correspondance  sur  V École  Polytechnique , cl  la 
Géométrie  descriptive  de  M-  HacheUe , contiennent  une  solution  géo- 
métrique tant  du  problème  actuel  que  de  celui  où  il  s’agit  de  déterminer 
le  centre  et  le  rayon  d’une  sphère  tangente  & quatre  autres  sphères  don- 
nées. Viète,  qui  a résolu  le  premier  problème,  l’a  ramené  i la  description 
d'an  cercle  tangent  .H  deux  autres  et  passant  par  un  point  dotmé. 
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W (A  - ay  + (B  - by  = CR  -4-  O*, 

(2)  (A  - a'y  4*  (B  -T-  b'y  = (R  + r')* , 

(3)  A*  + B*  = (R  + r")*- 

Ces  équations  sont  en  nombre  suffisant  pour  foire  con- 
naître les  coordonnées  A,  B et  le  rayon  R du  cercle  cher- 
ché ; mais  comme  le  mérite  d’une  solution  tient  à la  sim- 
plicité et  à l’élégance  des  constructions  géométriques , il 
vaudra  mieux  procéder  d’abprd  à la  détermination  des 
points  de  contact  du  quatrième  cercle  avec  les  trois  au- 
tres , afin  de  n’avoir  ensuite  qu’à  décrire  un  cercle  qui 
passe  par  trois  points  donnés.  En  partageant  ainsi  l’opéra- 
tion en  deux  parties,  l’on  ne  peut  manquer  d’éluder  la  dif- 
ficulté que  présenterait  la  recherche  directe  des  coordon- 
nées et  du  rayon  dut  cercle  à décrire.  Or,  un  des  points  de 
contact , par  exemple  celui  des  cercles  c"  et  C , est  néces- 
sairement situé  sur  la  droite  qui  joint  leurs  centres  , et 
cette  droite  a évidemment  pour  équation 

(4)  A y = B*.  . ’ 

- Si  donc  x,  y sont  les  coordonnées  du  point  de  contact 
cherché,  on  aura  en  outre  entre  elles  cette  relation , 

es) 

Ainsi , les  inconnues  du  problème  sont  maintenant  x , 
y , A , B , R.  Pour  les  réduire  à deux  , tâchons  de  trouver 
entre  x,y  une  relation  indépendante  de  A , B , R.  D’abord 
on  voit,  par  la  forme  des  équations  (i  ,2,3),  que  les  car- 
rés de  A , B disparaîtront , en  prenant  la  différence  de 
chacune  des  deux  premières  à la  troisième.  En  effet  , on 
a , après  les  développemens  et  les  réductions , 

(6)  A -MB  2(r  — r )R=a*  +6»  +(r"— r)(r"+r)  , 

(7)  2<M-M'B  — 2(/—r')R=a'!‘-f  b'*+ (/— r)(r"+/)  ; 

ou  en  introduisant  ici  R + r" , afin  de  rendre  plus  facile 
l’élimination  de  R entre  ces  équations  et  celle  (3) , 

12*.. 
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(8)  MA+ütB—  r><R+0_“',"t’v.  f-  /V 

" Ce.  Je»,  dernières  et  l'&in.tio»  (3)  conduiraient  donc 
Je  uman“re  la  pin.  .impie  a»,  râleur,  anal, Bques  de. 
j ’ n .lu  rentre  et  du rayon  «lu  cercle  cherche;  mais 

L point  de  contact  de.  c.rcle.  c‘  et  C , comb.non, 
elles  les  équations  (3 , 4,  8,  9)  »«»  1u  ,l  Su,t' 

Des  équations  (3 , 4)  on  l,re 

a(R+r")  Bz=yJ£±JÛ, 
k~\/~x'+y*’  V*'+f 

on  plus  simplement , à cause  de  la  relation  (5)  , on  a 

, «ffl  + Q B==Æ+_r^. 

A — Çi  > T 

Substituant  ces  valeurs  dans  (8)  et  (9),  >1  vient 

r , u y"(r" t VI  (R+r"l=r"[y  +**  — Cr"-*  r » 

2.fax  +by  — r (r  r JJ  t J „ , 

2[o'.+6>-r’(r--/)]  (R+r')=rTa-+l>  -(>  ~01> 

enfin , en  éliminant  R + r",  on  a 

ax+by-ry-r)  _ 

(io)  -a.+  ry  a -h  b —(f  r) 

Telle  est  l’équation  d’une  droite  qui  coupe  le  cercle  c*  en 
deux  points!*  qu’il  faut  construire.  Elle  conserve  la  meme 
forme  lorsque  tous  les  contacts  sont  intérieurs,  parce  qu  a- 
lors  les  signes  des  rayons  r,  r’,  r",  changent  a la  fois  • 
résout  donc  deux  problèmes  absolument  opposes. 

Si  l’on  égale  chaque  membre  à une  indéterminée  , 0 

aura  ces  deux  droites , 

, r"(r" r)  = M [[a1  — 6*  — (/ — r)*D>' 

W { a'x+Vy-Àr'-r')  = M[a'»+i'a-(r'-r  )*}  , 

dont  la  commune  section  sera  évidemment  un  des  point» 
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tle  la  ligne  (io).  Mais  puisque  M peut  être  quelconque,  il  y 
a évidemment  une  infinité  de  systèmes  de  droites  qui  satis- 
font à la  question.  Soient  donc  successivement  M = o, 
M = i , on  aura  ces  deux  couples  d’équations, 

(11)  ax  -f  by  =r*(r*  — r), 

(12)  a'x  -J-  b' y = r"  (r* — r),  - 

(13)  a(x—  a) +/>  (y  — b)  — r(r*  — r), 

(14)  «'(*  — a') +£',(,7  — b')  — r (r*  — /), 

1 '• 

lesquels  sont  propres  à fournir  deux  points  de  la  droite 
cherchée.  En  les  comparant  à l’équation  (7)  du  problème 
du  n°  55,  on  verra  sur-le-champ  que  l’équation  (11)  est 
celle  de  la  corde  de  contact  avec  le  cercle  c"  des  tangentes 
communes  à c et  c" j que,  pareillement,  l’équation  (i3)  est 
«elle  de  la  corde  de  contact  des  mêmes  tangentes  avec  le 
cercle  cj  enfin,  que  les  équations  (12  et  i4)  sont  les  cordes 
de  contact  avec  c"  et  c des  tangentes  communes  à ces  deux 
cercles.  11  n’est  pas  moins  évident  que  les  droites  (11,  i3) 
sont  parallèles  entre  elles  (n°  4°)  et  perpendiculaires  à 
la  droite  qui  joint  les  centres  des  deux  cercles  cc’  •,  et 
que  les  droites  (12,  i4)  jouissent  d’une  propriété  toute 
pareille.  . 

De  là  résulte  cette  construction  donnée  par  M.  Gergonne  : 
« Soient  menées  les  tangentes  communes  extérieures  à nos 
» trois  cercles  pris  deux  à deux , et  les  cordes  de  contact  de 
» ces  tangentes  avec  chaque  cercle.  Les  deux  cordes  de  con- 
» tact  sur  c se  couperont  en  M , et  leurs  parallèles  sur  c et 
» c°  en  N.  Les  deux  cordes  de  contact  sur  c se  couperont 
» en  M',  et  leurs  parallèles  sur  c“  et  c en  N'.  Les  deux 
» cordes  de  contact  sur  c ' se  couperont  en  M",  et  leurs  pa- 
« rallèles  sur  e et  c en  N". 

» Soient  menées  MN , M'N',  M"!?";  MW  coupera  c en  t 
m et  8 ; M'N'  coupera  c'  en  r'  et  8'  ; et  M'N*  coupera  c en 
x /'  et  8".  Faisant  ensuite  passer  deux  cercles  l’un  par 
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>’  t,  t' , t",  l’autre  par  8 , 6',  6",  ces  deux  cercles  rempliront 
” les  conditions  du  problème.  * • 

n On  peut  remarquer,  au  surplus,  que  les  centres  de  ces 
**  deux  cercles  sont  faciles  à déterminer  ; car  ils  Se  trouve- 
» ront  à l’intersection  des  droites  menées  des  centres  des' 

» cercles  donnés,  soit  aux  trois  points  t,  ï , t",  soit  aux 
» trois  points  8 , 6',  fl". 

» On  se  convaincra  facilement,  d’après  tout  ce  qui  a été 
» dit  ci-dessus,  que,  pour  obtenir  les  six  autres  solutions 
» dont  le  problème  est  susceptible , il  ne  s’agit  que  de  sub- 
* stituer , tour  à tour , à deux  des  couples  de  tangentes  exté- 
» rieures,  les  couples  de  tangentes  qui  se  croisent  entre  les 
» deux  cercles  qu’elles  touchent  à la  fois. 

» En  vain  objecterait-on  que  lorsque  deux  des  cercles- 
” donnés  sont  l’un  dans  l’autre,  en  tout  ou  en  partie,  ces 
11  constructions  sont  en  défaut,  puisqu’ alors  ils  n’ont  plus 
» de  tangentes  intérieures  communes,  et  peuvent  même 
n n’en  point  avoir  d’extérieures  : on  peut  observer  en  effet 
» qu’alors  même  les  droites  (11,  12,  i3,  14  ) ne  cessent  I 

» point  pour  cela  d’être  réelles,  et  peuvent  toujours  être 
« construites.  On  peut  même  définir  les  droites  ( 1 1 , 1 3 ) , 

» indépendamment  de  toute  considération  de  tangentes  , en 
» disant  que  ce  sônt  des  cordes  ayant  pour  pôle  commun 
» le  centre  de  similitude  de  c et  c"  (n°  47  )•  » 

Le  tome  VII  des  Annales  de  Mathématiques , pag.  28g 
et  suivantes , renferme  sur  cette  matière  d’autres  détails  non 
moins  intéressans , dont  le  lecteur  fera  bien  de  prendre 
connaissance.  Il  suffisait  ici  de  faire  voir  que  ce  problème 
et  son  analogue  dans  l’espace  , sur  lesquels  tant  de  géo-  • 
mètres  anciens  et  modernes  se  sont  exercés , peuvent  être 
traités  par  les  voies  les  plus  élémentaires  et  avec  la  plus 
grande  facilité. 


t 


Digitized  by  Google 


>83 


DJ)  GgOM&TBJK- 


-V--» 

v" 


>:\  r ' -4  ^ 


TÙÉORKMS.  ' , 

' >.«  • . » .".î:  - * "*  ‘ 1 • 

Æï  J d partir  de  lxektrfmitè  (o)  du  diahütri  d’un  cercle 
dé  rayon  a',  Von  divisé  la  circonférence  en  a m parties 
égales,  et  que  Von  désigne  par  (i),  (a)  , (3). . . Ut 
points  de  division  qui  sont  d’un  côté,  que  ceux  qui  sont  de 
l autre  côté  du,  diamètre,;  ensuite  que  d’un  point  extérieur 
pris. sur  le  prolaKgftAènt  de'cette  ligne,  du  côté  de  son  ex- 

x du  centre,  on  mine  au 
preAner  système  dUpç\^ded,ivUMn  les  droites  p(,} 
et  e(g second  système' les  droites  *C})  J£,>  «fy. . . , le produit 
de  toutes  lesdfSües  K°y/c»)  fÇO’  • • fC*)  f(v  • • oorrutpàtr 
dante's a uxj  numéros  pairs,  sera  égal  à î”  — a“,  et  le  pro- 
duit de  toutes  les  droites  correspondantes  aux  numéros 
impairs  sera  égal  à xm  -f-  am. 

Pour  démontrer  cette  proposition , connue  sous  le  nom 
de  Théorème  de  Cotes,  cherchons  quelles  sont  les  formes 

qu’affectent  les  racines  des  équations 

s>  - 

*"  — a™  = o,  et  *m-4-  amz=  o. 

>■  ' • 

D’abord  il  est  démontré  (p.  35i , Trigon.  de  Legendre)  que 
(cos  p + sin  p [/  — i)ra  = cos  mp  + sin  m p [/  — i : or, 
si  l’on  fait  x — a ( cos  p -f-sin  p ~ i),  on  aura 

=s <*”  ( cos  mp  + sin  mp  [/  — x);  y- 

et  si  on  met  cette  râleur  dans  l’équation  xm  •—  am  =sc , on 
obtiendra 

cos  mp  + sin  mp  |/  — i — i = o. 

Pour  que  cette  dernière  a\£lieu,  il  faut  Pécessairément  que 
la  partie  imaginaire  s’anéantisse  d’elle-même  ; alors 

V * 

cos  mp=  i , lin  mpz=xo. 

Tl  existé  une  infinité  de  râleurs  qui  satisfont  à cette  seconde 

condition , sin  m p me  o : en  effet , on  peut  faire  m p =*  * *■  > 

•* 


— - • fc.  • -f  ■ 
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2 étant  un  nombre  entier  et  tp  deux  angles  droits.  Mais  la 
première  condition  exigeant  que  le  cosinus  de  mç  soit  égal 
au  rayon , il  faut  en  outre  que  l’arc  rntp  soit  un  multiple  pair 
delà  demi-circonférence,  c’est-à-dire,  que  l’on  ait  z=in, 

d’oà  * = — ; donc 

m • . ■ ' • 

(2  nir  . inTt  j \ 

cos — sin y — I I 

m m J . 

est  l’expression  générale  des  m racines  de  .. l’équation 
xm — am=o.  Nous  n’avons  pas  besoin  de  démontrer  que  lors- 
que m est  un  nombre  impair,  cette  équation  n’a  qu’une  racine 
réelle  qui  est  x = a-,  mais  qu’elle  en  a deux  lorsque  m est 
pair,  savoir  x~  + aelx= — a.  Il  résulte  delà  que  ses  deux 
facteurs  simples  ou  du  premier  degré  sont 

<■  . ' 

(in  .371  / \ 

cos  — îr-f-sin  — w y — il, 

771  771  / 

( 271  . 271  / \ 

cos  — ir  — sin  — t y — i ) ; 

771  771  / 

en  les  multipliant  l’un  par  l’autre,  on  a pour  facteur  réel 
du  second  degré 

« . „ 

* — 2 ax  cos  — ar+a4: 

7 71 

c’est-à-dire  que  l’équation  proposée  est  encore  divisible  par 
ce  facteur.  Ainsi  dans  le  cas  de  m impair,  elle  peut  être 
présentée  sous  la  forme 


xn — am  = ( x — a)  (j 


2îT 

■ 2 ax  cos  — ■ -f-  a‘  ) 

771 


X (x* — a ax  cos  — -f-a*),etc. 

771 

Il  n’est  pas  difficile  de  prouver  que , dans  la  même  hypo- 
thèse, les  racines  de  l’équation  xn,+am=o  sont  comprises 
dans  la  formule 
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/ (an+i)  . (2»+i)  y \ 

* V . J»  V.  » m * r y* 

et  que  par  conséquent  l’on  a 


xm  + am  = (** — 2 ax  cos  — + o*) 


9T 

771 

3t 


X — aa*cos 4-a*),etc- 

771 

Cela  posé  si  <*'  £>',  *"  j3" , et"  /S* . . . dénotent  les  coor- 
données des  extrémités  de  f(,)  ^ f£3) . . . comptés  de  l’ori- 
gine de  f , on  aura 

KO=f  — «, 

KO*  = - “ 4*  /T* , ko*  = •'*  + £"» > etc;  ; 
d’ailleurs , puisque 

arc(o)(i)  = — , arc(o)(2)=  —,  arc  (o)  (3)  = —,  il  est 

Wl  771  771 

clair  que  l’on  a 

* — * — a cos  — , ~ a sin  — , 

m rn 

« — x — a cos  — ,(3=o  sin  — , ' 

m m 


et  par  conséquent 

KO*  = ** 


lax  cos  + «■, 

771 

a 4 2sr 

PCO  = * — 2<rc  cos  — ■+-«*, 

771 


mais  les  droites  KO  KO*  • • placées  d’un  côté'  du  diamètre 
sont  égales  à celles  f(,)  ko • • • <IU>  leur  correspondent  de 
l’autre  côté , donc 

I*-a*  = KO  X PCO  X PCovKO  X 
*”  + am  = p(„)X  yco  X pc3)...f(>)  X KS)--* 

C’est  oe  qu’il  fallait  démontrer. 
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Si  l’on  prenait  l’origine  des  p dans  l’intérieur  du  cercle  , 
les  deux  produits  précédens  seraient  respectivement  égaux 
à am  — et  à <zm  + xm.  Moivre  généralisa  ce  théorème 
en  donnant  le  moyen  de.  décomposer  en  facteurs  quadra- 
tiques réels  l’équation  4-  2 pxm  -f-  q — o.  Consultez  à ce 
sujet  le  Calcul  des  fonctions , par  Lagrange,  page  m , et 
la  seconde  édition  de  la  Théorie  des  nombres  de  M.  Le- 
gendre, où  l’on  trouve,  d’après  M.  Gauss,  la  belle  théo- 
rie de  la  résolution  de  l’équation  xn  — 1 ==  o. 

Il  résulte  de  la  forme  de  cette  dernière  équation , que  la 
somme  de  ses  racines  est  nulle  , ce  qui  ne  peut  avoir  lieu 
qu’en  égalant  séparément  à zéro  la  partie  réelle  et  la  partie 

imaginaire  de  cette  somme.  Or  à cause  de 

....  ->r  t 


tf  = COS 


2.MT 


. 2/nr  t/~~T 
+ sin  y — 


m m 

chacune  des  racines  s’obtient  en  faisant  successivement 
dans  cette  expression  générale,  n=  o , =i,=2,.  1 ; 


on  a donc 

2 7T  4^  , 

co  s o , -f-  co  s (-  co  s h 

m m 

, . 2»  . 4*" 

sin  o -f-  sin 1-  sin  — 

771  771 


(771 1 W 

-f-  COS  — = O , 

m 


4-. . ,+sin 


(jn — !),*■ 


de  plus,  si  l’on  multipliait  chaque  racine  par 

cos  a -f-  sin  a K — 1 , leur  somme , qui  serait  encore  nulle  > 
fournirait  également  ces  deux  relations , ‘ 

A , . ■ ; ' . • 

cos  a + oos  ^<z  + -f-  cos  (a  + 


=0 


) 


sin  « + sin  (a  + + sin  («  + £ ) 

. ■+■  sin 


+£)  1 


m 
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delà  ce  théorème  remarquable:  Si  une  circonférence  est  di- 
visée en  m parties  égales j et  quon  prenne  l’origine  des  arcs 
en  un  point  quelconque , la  somme  des  cosinus  des  m arcs 
terminés  à ces  points  de  division , sera  nulle  j ainsi  que  la 
somme  de  leurs  sinus.  ■ • 

* ‘ 

• W.. 


■i  V v. 
' j ■. 
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CHAPITRE  IV. 

•*  ; ' ■* 


Des  Problèmes  indéterminés , ou  des  lieux  plans, 

.7  té  * 

'■  f ’ *■  . 

*i  atj  . > V ' , 

. . • ■ i \ *■'  1 

■■ 

, . . y *.  . 

87.  JL’analtsb  des  propositions  qui  sont  l’objet  du  cha- 
pitre précédent,  conduit  toujours  à autant  d’équations 
distinctes  qu’il  y a de  quantités  à découvrir;  mais  lors- 
qu’il arrive  le  contraire,  Comme  dans  les  questiôns  qui 
vont  suivre,  l’équation  finale,  résultante  de  l’élimination 
possible  des  inconnues , en  renferme  nécessairement  plu- 
sieurs; et  commnou  ne  peut  déterminer  l’une  de  celles  qui 
restent , sans  attribuer  préalablement  des  valeurs  quelcon- 
ques aux  autres,  le  problème  qui  donne  lieu  à cette  circon- 
stance est  dit  indéterminé.  Lorsque  la  solution  d’un  tel 
problème  mène  à une  équation  qui  ne  renferme  que  deux 
inconnues  ou  variables , la  courbe  à laquelle  cette  équation 
appartient,  et  qu’on  nomme  lieu, géométrique,  est  toujours 
plane  ou  à simple  courbure.  ' 

- * *■  ’ 
PROBLÈME. 


Une  droite  et  un  point  hors  d’elle  étant  donnés  à l’égard  de 
deux  axes  rectangles , trouver  l’équation  de  la  droite 
assujettie  à passer  par  ce  point,  et  à faire  avec  la  ligne 
donnée  un  angle  connu.  £ Fig.  5g. ] 


Soient  a et  fi  les  coordonnées  du  point  M donné  ,y=ax-^-b 
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l’équation  de  la  droite  CB  connue , et  <la  tangente  de  l’angle 
donné. 

L’équation  de  la  droite  cherchée  MQ  est 

'*  . Y — fl=a'(x—  «)• 

* • 

de  plus,  l’angle  MQB devant  être  égal  à l’angle  donné,  dont 

la  tangente  est  t,  on  aura,  conformément  au  n°  45  , 


Tirant  la  valeur  de  l’itacoKHpiie , on  obtiendra  , pour  la  tan  - 
genfe  dé  la  somme  des  deux  angles  connus, 

, t-b*  . " . ; 

a = , 

i — at 

et  alors  l’équation  de  la  droite  MQ  sera  » 

,_0  = (£±_£)  (*_*). 

Ainsi,  en  menant  d’abord  par  l’originé  A,  la  droite  A m 
qui  fasse  avec  l’axe  des  x un  angle  dont  la  tangente  soit  a', 
et  ensuite  par  le  point  M la  droite  MR  parallèle  à Am,  le 
problème  sera  résolu  graphiquement. 

Si  l’on  voulait  connaître  un  point  de  la  droite  MR  autre 
que  M , le  point  R , par  exemple , on  ferait  dans  l’équation 

précédente , y — o , et  il  en  résulterait  pour  l’abscisse  AR, 

1 

, /8(i — at) 

x — ce : . 

a + t 

Lorsque  la  droite  cherchée  doit  passer  entre  P et  X,  il 
faut,  pour  se  conformer  à l’observation  du  n°  45 , employer 
l’équation 


I — aa' 
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PROBLÈME. 


88.  Un  angle  étant  donné,  trouver  un  point  duquel  abais 
sant  des  perpendiculaires  sur  - les  côtés  de  cet  angle,  elles 
soient  entre  elles  dans,  le  rapport  de  m l n. 

■ ’ ....  J 

[ Fig.  60.3  Soient  x ,y  les  coordonnées  du  point  M cher- 
ché , et  a la  tangente  de  l'angle  M AB. 

L’équation  de  la  droite  AJVI  est 

y — ax , l 

et  la  perpendiculaire  MM'  abaissée  du  point  M' sur  AM , a 
pour  expression , 

_ y — ax'  - 

4 

ainsi,  d'après  la  condition  exigée,  l’on  doit  avoir  la  pro- 
portion  / _ , 

m î n, 


JLIZ^L  - y 

]/ 1 ~h  a“  “ 


ce  qui  donne 


n {ax  — y)  — my'V 1 + a“> 


d’où  l’on  tire , 


y — 


nax 


n -f-  m \/ 1 -+-  a1  . 

Si  le  point  M'  était  situé  au-dessus  de  la  droite  AM , la  per- 
pendiculaire MM'  serait  positive  (n°43),  et  l’on  aurait 
pour  lors  , . 

, nax 

n — m ^ 1 -f-  a* 

Il  y a donc  une  infinité  de  points  qui  satisfont  à la  question  ; 
et,  de  plus,  ces  points  sont  situés  sur  une  droite  qui  passe 
par  l’origine  des  coordonnées,  en  faisant  avec  l’axe  des 
abscisses  un  angle  dont  la  tangente  trigonométrique  est 
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n ztz  m y*  i o* 

..  * * v 

Cette  quantité  se  construit  facilement , ainsi  qu’il  suit , 
en  n’ayatît  égard,  pour  abréger,  qu’au  signe  inférieur  du 
radieal: 

Du  sdihtnet  A de  l’angle  donné  £ fig.  6 1 3 » élevez  sur  AB 
la  perpendiculaire  AD  égale  ara;  et  du  même  point  A éle- 
vez sur  .AC  la  perpendiculaire  AD'  égale  à m : ensuite,  par 
les  points  D , D',  menez  les  droites  DM',  D'M'  respective- 
ment parallèles  aux  droites  AB,  AC  ,èt  joignez  le  point  M' 
d’intersection  des  premières  droites  avec  le  point  A ; la 
droite  indéfinie  AM'  sera  celle  qu’il  s’agissait  de  trouver. 

Pour  se  convaincre  de  l’exactitude  de  cette  construction, 
on  remarquera  que  l’angle  D'AE  = l’angle  CAB,  parce  que 
l’un  et  l’autre  ont  pour  complément  l’angle  EAC;  d’où  il 

résulte  que  D'E  = am,  et  que  l’hypoténuse 

AE  = 1/  «“rai”  m*  = m y/ra'  -+-  i = QM'.-De  plus , il  est 
évident  qu’à  cause  de  PQ  = P'M'  — QM',  on  a 

• 

P'Q=ra  — rai  \/  i -f-a*. 

Cela  posé , l’équation  de  la  droite  D'M'  parallèle  à AC  est 
y — ax  + m v/ 1 + aa, 

et  celle  de  la  droite  DM'  parallèle  à l’axe  AB,  est  y — n; 
ainsi,  de  ces  deux  dernières  équations,  l’on  tirera  pour 
l’abscisse  AP'  du  point  M'  d’intersection , 


x = ■ 


ra  — m y/  ï a1 


et  parce  que  la  tangente  de  l’angle M'AB  = on  aura, 
en  employant  les  expressions  analytiques, 

PM' na_ 

n — m \/ 1 ■+•  ra* 
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d’où  il  suit  que  l’équatiou  de  la  droite  AM'  est 

nax 

y = ■ ■ — . 

. • n — m y'  I -f-  a“ 

, % | * • • 

De  la  solution  précédente  l’on  déduit,  comme  consé- 
quence immédiate,  la  manière  de  trouver  un  point  duquel 
abaissant  des  perpendiculaires  sur  trois  lignes  données  de 
positiva  les  unes  à T égard  des  autrfs,  ces  perpendiculaires 
soient  dans  les  rapports  connus  de  m \ n î p.  Voici  comment 
on  peut  effectuer  la  construction  qui  convient  à ce  problème. 

Soient  AB,  AC,  CD  [fig.  62]  les  droites  données;  on 
déterminera  par  le  procédé  que  l’on  vient  de  suivre  , la 
direction  de  la  droite  AM,  de  manière  que  les  perpendicu- 
laires MN,  MP  soient  dans  le  rapport  de  m ; n.  On  fixera 
pareillement  la  direction  de  la  droite  MC,  de  manière  que 
les  perpendiculaires  MP,  MQ  soient  dans  le  rapport  de 
n*  p j et  le  point  M d’intersection  des  droites  AM,  CM  sera 
le  point  qui  remplira  seule  la  condition  exigée. 

• 

PROBLÈME. 

89.  Tant  de  points  que  Ton  voudra  étant  donnés  sur  un 
plan  par  leurs  coordonnées  rectangles  mener  une  ligne 
droite  à travers , telle  que  abaissant  de  ces  points  sur  cette 
droite  une  perpendiculaire , la  somme  des  perpendiculaires 
d’un  côté  soit  égale  à celles  de  T autre  côté • 

[ Fig.  63.  3 Supposons,  pour  plus  de  simplicité,  que  les 
points  donnés  ne  soient  qu’au  nombre  de  trois;  les  consi- 
dérations qui  se  rapportent  à ce  cas  pourront  s’étendre  ai- 
sément à un  plus  grand  nombre  de  points. 

Soient 

* , fi  ^ 4M 

<*■' , fi*  l les  coordonnées  respectives  des  points  <M' 
a’,  fi"  ) (M". 
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Ce  problème  étant  -visiblement  indéterminé , supposons 
que  la  droite  CD  soit  une  de  celles  qui  satisfont  à la  ques- 
tion, et  qu’elle  ait  pour  équation 

y—ax  + b. 

Les  lignes />M  p"M"  devant  être  perpendiculaires 

à cette  droite,  leurs  longueurs  sei-ont  respectivement 

fi  — a*  — b fi' — a*  — b fi’  — art" — b 

\ ’ {/ 1 -\-a*  ’ V 1 + «**  ‘ 

en  prenant  négativement  les  expressions  des  perpendiculaires 
situées  au-dessous  de  la  droite  CD. 

Ainsi,  conformément  à l’énoncé  du  problème,  on  aura 

fi  — att  — b -f-  fi'  — art!  — b ~ b -j-  au”  — fi"  ; 

ce  qui  donne 

, fi -h  fi'  -h  fi?  ( -+-  * -+-  «*) 

*= — s “ 3 — :• 


Comme  cette  quantité  renferme  deux  inconnues  a et  b,  on 
ne  peut  obtenir  l’une  d’elles  sans  faire  une  supposition  sur 
l’autre.  Soit  donc  b — o , on  aura,  pour  la  solution  qui  ré- 
pond à ce  cas , 

° eL  + et,'  + lt'- 

Mais  en  substituant  la  valeur  précédente  de  b dans  l’équation 
de  la  droite  demandée,  on  aura 


fi+ff+ff 


a( 


& *4“  * “f-  CL 


-> 


d’où  il  suit  que  toute  droite  qui  passe  par  le  point  dont  les 

, a ~t~  a ~h  a fi  •+•  fi'  -f-  fi"  , 

"5  > 5— > cest-a  - dire 


coordonnées  sont  - 


parle  centre  des  moyennes  distances  des  points  donnés  aux 
deux  axes,  satisfait  à l’énoncé  de  la  proposition. 

Si  l’un  des  points  M était  situé  au-dessous  de  l’axe  des 

• i3  ' 


v 
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abscisses , il  faudrait  indiquer  cette  circonstance  en  prenant 
négativement  l’ordonnée  de  ce  point  dans  1 expression  de  la 
perpendiculaire  correspondante. 

On  verra  la  généralisation  de  ce  problème  dans  la  troi- 
sième section  de  ce  Recueil.  Nous  observerons , pour  le  mo- 
ment , que  si  la  somme  des  perpendiculaires  dont  il  s agit  de- 
vait être  égale  à une  ligne  donnée  m,  l’analyse  précédente 
conduirait  à cette  propriété  , savoir  : que  toutes  les  droites 
qui  satisferaient  à cette  proposition  seraieitf  tangentes  au 
cercle  ayant  pour  centre  celui  des  moyennes  distances  des 
points. donnés,  et  pour  rayon  la  “droite  m divisée  par  le 
nombre  de  ces  points  donnés. 


EHOBLEME. 


90.  Étant  ' donnés  tant  de  points  que  Von  voudra,  en  trouver 
un  autre  tel,  que,  menant  de  ce  point  une  droite  à chacun 
des  autres , la  somme  des  carrés  de  ces  lignes  soit  égale  à 
un  carré  donné  q*. 

Fig.  64.3  Supposons,  pour  simplifier  les  calculs,  qu’il 
n’y  ait  que  trois  points  donnés  : cette  restriction  ne  dimi- 
nuera en  rien  la  généralité  de  la  solution  du  problème  ac- 
tuel; et  désignons  par 


les  coordonnées  des  points 

A,  A',  A". 

Soient  de  plus  x,y  les  coordonnées  du  point  M cherché. 
On  aura  dans  l’hypothèse  de  la  figüre 

y + Cy— * )*» 

A'M=(*  — dy-f-(y  — £')*> 

Â"M*==  (*—*“)*+ (y — £*)*• 
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Or,  si  l’on  développe  ces  équations,  et  que  l’on  égale  leur 
somme  à <7%  on  aura , après  avoir  divisé  tout  par  3 , 

y'  — s (<*+«'+<*")  + + 

— ( et1  4-  *'•  + «"*  + **+  P 4-  P'  ) 

~ 3 

Cette  équation  est  très  remarquable,  carelle  indique  que 
tous  les  points  qui  satisfont  au  problème  sont  situés  sur  une 
circonférence  de  cercle,  et  de  plus  que  le  centre  de  ce  Cercle 
est  précisément  le  centre  des  forces  parallèles  supposées 
toutes  égales  entre  elles,  et  appliquées  aux  points  donnés 
A,  A',  A",  etc.  ( Mécanique  de  M.  Francœur , n°  3fj , 
4*  édit.) 

En  effet,  pour  transporter  l’origine  des  coordonnées  au 
centre  de  la  courbe,  on  mettra  dans  l’équation  précédente 

- , « + * + » 1 * , A / , fi  -4*  & + Æ* 

x .4 - au  lieu  de  x,  et  y -f-  ^ an 

lieu  dey;  alors  la  résultante  11e  renfermera  plus  que  les 
secondes  puissances  des  variables  , et  la  quantité  toute  con- 
nue sera  l’expression  du  carré  du  rayon  du  cercle  à con- 

. » , . , • ...  * + <*'+*" 

struirc.  Ayant  donc  pris  une  abscisse  égaie  a ^ , et 

fi  *4“ 

Une  ordonnée  correspondante  égale  à ^ , l’extré- 

mité de  cette  ordonnée  sera  à la  fois  le  centre  du  cercle 
en  question  , et  le  centre  de  gravité  dès  points  A,  A',  A". 

Cette  proposition  , qui  est  une  de  celles  des  Loca  plana 
d’ Apollonius  , peut  se  varier  d’une  infinité  de  manières; 
et  dans  toutes  ses  modifications  elle  offre  des  conséquences 
analogues  à celles  dont  il  vient  d’être  parlé.  ( Voy.j  sur  ce 
sujet , Y Histoire  des  Mathématiques , par  Montucla , tom.  1 > 
pag.  284, 2*  édit.)  Nous  envisagerons  cette  même  proposition 
d’une  manière  plus  générale  dans  la  troisième  section. 


i3.. 
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PROBLÈME. 

gi.  Un  point  étant  donné  à l’égard  de  deux  axes  perpen- 
diculaires entre  eux , déterminer  le  lieu  des  centres  de  Joue- 
les  cercles  qui  sont  assujettis  à passer  parce  point , et  à être 
tan-gens  à l’un  des  axes. 

, [Fig.  65.]  Soient  et,  8 les  coordonnées  du  point  M 
donné;  x' , y celles  du  centre  M'  du  cercle  cherché;  r le 
rayon  inconnu. 

Le  centre  M'  de  l’un  des  cercles  qui  doivent  passer  par 
le  point  M , et  être  tangens  à l’axe  A Y étant  quelque 
part  dans  l’angle  YÂX,  l’équation  de  la  circonférence 
sera 

et  pour  le  point  M de  cette  circonférence,  on  aura 

(«-*')•  + (/B -/)•=  r’; 

mais  la  condition  du  contact  du  cercle  avec  l’axe  AY  s’ex- 
primant par  r =/ , on  a 

(*  — *')* -K/3— /)•  = *'•; 

développant  et  ordonnant , il  vient 

y*  — 2 fly  — 2 + **  + P* = o; 

ainsi  la  courbe  parabolique  est  le  lieu  des  centres  des  cer- 
cles qui  jouissent  de,  la  propriété  énoncée  ci-dessus. 

Lorsque /8=o,  ou,  ce  qui  est  de  même,  lorsque  l’axe 
des  abscisses  passe  par  le  point  donné,  l’on  a simplement 

y a = 2 ax' — «*. 

Pour  trouver  le  sommet  de  la  parabole,  on  fera  dans  cette 
dernière  équation , y'  = o , et  l’on  aura 

, __  * 

2’ 

Le  plus  petit  cercle,  qui  satisfait  à l’énoncé  du  pro- 


Digitized  by  Google 


DE  GÉOMÉTRIE.  197 

blême,  a donc  pour  rayon  la  moitié  de  l’abscisse  du  point 
donné. 

Si  le  cercle  à décrire  devait  passer  par  le  point  M et  tou- 
cher en  même  temps  les  deux  axes  AX , A Y , le  problème 
serait  évidemment  déterminé. 

• \ 

PROBLÈME. 

92.  Une  droite  étant  donnée  de  position  à l’égard  d’un 
cercle , trouver  la  trace  des  centres  de  tous  les  cercles  qui 
sont  tangens  à la  fois  au  cercle  et  à la  droite  donnés. 

[Fig.  66.]  Soit  AX  la  ligne  donnée;  du  centre  C du 
cercle  connu , abaissez  sur  cette  ligne  une  perpendiculaire 
AC  qui  pourra  être  prise  pour  l’axe  des  ordonnées , et  soient 

AC=ù,  AF  = ï',  FC'=/; 

r le  rayon  CR  du  cercle  donné. 

La  distance  CG'  sera  exprimée  en  fonction  des  coordon- 
nées de  ses  extrémités,  par 

(r  + >')*  = (*  -/)•  + *'*. 

Effectuant  les  développemens  indiqués,  on  aura,  toute  ré- 
duction faite, 

x'%  — 2 {b  -{-  r)y  — ( b ' — r*). 

Lorsque  * =o,ona 

, b*  — r*  b — r 

y = 2 C b 4-7)  — ~~  ’ 

d’où  il  suit  que,  pour  le  cas  de  la  ligure,  le  centre  du  plus 
petit  cercle  touchant  est  situé  au  milieu  de  la  distance  qui 
se  trouve  entre  la  droite  et  le  cercle  donnés.  Il  peut  arriver 
que  ce  dernier  cercle  soit  touché  ou  coupé  par  la  droite  AX  ; 
cequi  fait  différens  cas  qui  ne  sont  pas  difficiles  à discuter 
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PROBLÈME. 

g3.  Par  deux  points  donnés , mener-  deux  lignes  perpendi- 
culaires entre  elles.  \ 

« V 

£Fig.  67.3  Soient 

“ ! i les  cordonnées  des  points  [ 

et  ) fi  f J (IM. 

L’équation  de  la  droite  MN  assujettie  à passer  par  un 
point  donné , et  à faire  un  angle  quelconque  avec  l’axe  des 
abscisses,  est 

y — Æ = A (x  — a), 

l’équation  de  la  droite  M'N'  qui  doit  lui  être  perpendicu- 
laire, est 

y-P  = -±(x-*').  . 

Or,  pour  que  le  point  M'  soit  commun  aux  deux  droites 
proposées,  il  faut  que  x et  y aient  les  mêmes  valeurs  dans 
les  équations  de  ces  droites.  Cette  supposition  étant  faite, 
on  éliminera  la  tangente  A , et  l’on  aurp 

(y  — fi)  (y  — P)=  (*'—•*)  (*— <0; 

ou  en  développant , et  faisant  passer  tous  les  termes  dans 
le  premier  membre, 

y*  + — (5'  -j-  £)  y — (a  -j-  a)  x -f-  a.a!  &3'  = o. 

Cette  équation  étant  celle  du  cercle  entre  ses  coordonnées 
rectangles,  il  s’ensuit  qu’il  y a une  infinité  de  points  des- 
quels menant  des  droites  aux  points  donnés  M,  M',  ces 
droites  forment  entre  elles  un  quadrant. 

Lorsque  a— B =&'■==  o,  c’est-à-dire,  quand  l’axe  des 
abscisses  passe  par  les  deux  points  donnés,  et  que  l’origino 
est  au  point  M , l’équation  finale  devient 

J*  — *'*  + **  — o; 
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mais  voici  un  autre  problème  dont  celui-ci  n’est  qu’un  cas 
particulier. 

phoelème. 

» ,/  ( » 

94-  Mener  par  deux  points  donnés  deux  droites  qui  fassent 
entre  elles  un  angle  connu. 


Fig.  33.]  Soit  t la  tangente  de  l’angle  donné,  et  suppo- 
sons , ce  qui  est  toujours  possible , que  les  points  donnés  A ,P' 
soient  sur  l’axe  des  abscisses.  Soit  en  outre  AF  = <*. 

La  droite  AM  qui  passe  par  l’origine,  a pour  équation 

y — ax\ 

et  la  droite  P'M  qui  passe  par  un  point  pris  sur  l’axe , est 


y = — a'  (x  — ci). 

D’un  autre  côté,  la  tangente  de  l’angle  AMF  étant  re- 
présentée par  t,  la  tangente  du  supplément  ou  celle  de 
l’angle  N MF  le  sera  par  — t-,  ainsi  l’on  aura,  suivant  le 
n°  45, 

— a — a 
4 — — ‘ 1 / i 

i — aa 

d’où  l’on  tire 


Si  l’on  substitue  cette  valeur  dans  l’équation  de  la  droite  AM , 
il  viendra 


■ al  — i ’ 


et  si  on  élimine  a par  le  moyen  de  celle-ci , et  de  l’équation 
de  la  droite  P'M,  on  parviendra  à une  relation  entre  les 
seules  inconnues  x,y  : cette  relation  est 

x,+y  — ax—~=o,  (A) 
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et  indique  que  tous  les  angles  égaux  AMP'  ont  leur  sommet 
sur  une  circonférence  de  cercle. 

Lorsque  l’angle  donné  AMP7  est  droit,  sa  tangente  t est 
infinie,  et  alors  le  dernier  terme  de  l’équation  (A)  s’évav 
npnit  ; de  manière  que  l’on  a simplement 

comme  dans  le  problème  précédent. 

Pour  donner  encore  quelques  exemples  de  construction 
des  équations  indéterminées , voici  comment  on  procédera  à 
l’égard  de  celle  que  nous  avons  désignée  par  (A).  On  y fera 


et 


✓ + £’ 


afin  de  transporter  l’origine  des  coordonnées  au  centre  de. 
la  courbe;  et  après  avoir  effectué  les  calculs  nécessaires,  on 
parviendra  à . 

**+/*—  4"  “ 4?  — °- 

C’est  l’équation  duoercle  rapportée  au  centre  ,1e  rayon  étant 

ésal“  + (B) 

Le  nioyen  de  construire  cette  expression  radicale  est  aisé. 
En  effet,  élevez  sur  le  milieu  de  la  droite  AP7  la  perpendi- 
culaire Pm  = — , l’extrémité  m de  cette  perpendiculaire 
it 

çera  le  centre  du  cercle  cherché , et  la  ligne  AM  en  sera 
le  rayon;  çe  qui  est  évident. 

Il  suit  de  cette  construction  que  l’angle  AmP  = l’angle 
AMP7  ; car  l’équation  de  la  droite  A m est 

/P m \ I 
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et  puisque  la  tangente  de  l’angle  mAP  est  sa  cotangente 


ou  la  tangente  de  l’angle  AmP  sera  =r  t.  Concluons  de  là 
que  l’angle  au  centre  est  double  de  l’angle  inscrit  : ce  qui 
s’accorde  parfaitement  avec  les  considérations  géomé-’' 
triques. 

On  remarquera  que  l’expression  (B)  du  rayon  peut  être 
mise  sous  une  forme  plus  simple;  car  d’abord  on  peut 
l’écrire  ainsi 


57  + 

mais  t = tang  AMP'  et  i -f*.  V — séc  AMP  ; donc 


CL 

2 t 


/«  + 


e = 


2 sin 


M’ 


On  voit  maintenant  oomment  on  résoudrait  graphiquement 
ce  problème  : Déterminer  la  position  cP un  point  D con- 
naissant les  dngles  sous  lesquels  on  voit  de  ce  point  les  di- 
stances AB  j AC  données  de  grandeur  et  de  position.  Con- 
sultez , pour  les  solutions  trigonométriques , le  Traité  de 
Géodésie  , 2“  édit. , tome  I , page  233  , et  le-  Traité  de  ' 
Topogr. , page  47.  , . 

. Théorème. 

g5.  [Fig.  68.]  Si  l’on  divise  en  un  même  nombre  de  par- 
ties égales  j deux  droites  AB , AC  , faisant  entre  elles  un 
angle  quelconque  ; puis  si  Von  joint  successivement  tous 
les  points  de  la  première  droite  en  commençant  par  B avec 
tous  les  points  de  la  seconde  droite , en  commençant  par 
le  point  (1)  de  cette  ligne,  les  intersections  de  deux 
droites  consécutives  prises  dans  l’ordre  de  ce  tracé  seront 
toutes  sur  une  courbe  parabolique. 

* 

Prenons  pour  axe  des  .v  la  droite  AX  [ fig.  6g]  , qui 
divise  en  deux  parties  égales  la  droite  BC  joignant  les  points 


« 
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donnés  et  pour  axe  des_y  la  droite  A Y parallèle  à BC.  Cela 
posé,  si  nous  admettons  que  les  lignes  M»,  Mf m' soient  deux 
droites  consécutives  quelconques,  leur  intersection  N sera 
un  point  de  la  courbe  cherchée.  Soient  dans  ce  cas , MM'  = a, 
• mm  = Z>;on  aura  , d’après  le  système  de  tracé  que  l’on  vient 
d’indiquer, 

AM =zn,  MB=(» — s)o,  A m=(n — CttezzÇi— i)b, 

n étant  le  nombre  des  parties  égales  de  AB  ou  de  AC.  De 
plus,  si  l’on  fait  AH—  p,  HB  = y,  ou  trouvera  aisément 
que  les  coordonnées  obliques  des  points  M,  m , M' , m sont 
pour  le  point  M , 

AP  =:  — , T*M  = — ; 


pour  le  point  m, 

p{n— z+i)  q{n—z-\-i) 

Kp^ r— , /”*- >■ 

pour  le  point  M' , 

AF=  P'M 

n 

pour  le  point  m } 

A p.  = — , pm: 


,_(*+>)  g. 

n 


«v* 
* N. 


g — ~ 


Delà,  la  droite  Mm,  assujettie  à passer  par  les  deux  points 

M,  m,  aura  pour  équation  aux  coordonnées  obliques 

• • 

= _?(;»+ 1 (x -%.)■,  (.) 
J n p (22  — n — i)\  »/’ 

l’équation  de  la  droite  MW  sera  pareillement 

y — + 1 ) y _ ?(”-+•  o (x _ (*  + 0 

n p ( 2s  — « -f-  1 ) \ n J 

Maintenant,  puisqu’au  point  d’intersection  N les  coordon- 


Digitized  by  Google 


ao3 


DE  GÉOMÉTRIE. 

nées  x,y  sont  les  mêmes  pour  les  droites  M/re,  M'/n  , et  que  les 
«leux  équations  précédentes  sont  les  seules  qui  existent  entre 
les  trois  inconnues  x,y,  z,  il  est  évident  que  l’ou  obtiendra 
l’équation  de  la  courbe  à laquelle  appartiennent  tous  les 
points  N,  en  éliminant  z entre  ces  deux  équations.  Afin 
d’effectuer  plus  commodément  cette  élimination,  l’on  or- 
donnera par  rapport  à x les  équations  dont  il  s’agit , et  l’ou 
aura,  toutes  réductions  faites, 

(,')  3»_  («+0_  ■ npy  (»+O+”g*(”+0_o 

î , 2P1 

| gO— ”)— t f*py(n—  i)+nqx(n+i)— inpq 

g * 2P9 

Or,  en  soustrayant  ces  deux  résultats  l’un  de  l’autre,  on 
obtient 

ny+nq 

z — ; 

^ . 

et  en  substituant  cette  valeur  dans  l’équation  ( i')  ou  a 

npy1  — 2g’(»+  i)*+/>ga  (»  + a)  = o-  (3) 

Donc  la  courbe  cherchée  est  une  parabole;  et  son  dia- 
mètre coïncide  évidemment  avec  l’axe  des  x , puisque  l’or- 
donnée y n eutre  qu’à  la  seconde  puissance  dans  cette 
équation. 

Si  l’on  prenait  le  point  II  pour  origine  des  coordonnées , 
et  qu’-on  désignât  par  a:'  la  nouvelle  abscisse,  on  aurait,  à 
cause  dç  x = p + x', 

(3')  npy*—  2 q*  (n  -f  1)  x — pq*n  = o ; 

faisant  ici  y = o , l’abscisse  de  l’extrémité  du  diamètre 
serait 

x = — Pn 
~ 2(1* + ij‘ 

La  plus  petite  valeur  admissible  de  n est  2,  auquel  cas 
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x = — , et  n peut  croître  depuis  ce  terme  jusqu’à  l’in- 
fini : or,  à cette  dernière  limite,  on  a x'  = — ainsi, 

la  parabole  qui  a le  plus  grand  paramètre  répond  à n = 2 , 
et  celle  qui  aurait  le  plus  petit  paramètre  répondrait  à 

x'=  — — , ou  à n = 00.  Jamais,  par  la  méthode  graphique 

exposée,  on  ne  pourra  obtenir  cette  parabole  limite;  mais 
on  en  approchera  d’autant  plus , que  AB  et  AC  contiendront 
plus  de  parties. Pour  connaître  l’usage  de  ce  tracé,  voyez  le 
n°  182  de  mon  Traité  de  Topog.j  2e  édit.  ; et  un  Mémoire  de 
M.  Brianchon , inséré  dans  le  journal  de  l’Ecole  Polytech- 
nique, 19e  cahier,  tome  XII. 

PROBLÈME. 


96.  Trouver  le  lieu  du  ^sommet  d’un  triangle  dont  la  base 
est  donnée et  dont  les  deux  angles  adjacens  ont  une  diffé- 
rence donnée. 


12  Fig.  70.3  La  base  AB  — a du  triangle  AMB  est  donnée , 
ainsi  que  la  différence  S' des  angles  inconnus  MAB  = A , 
MBA  = B.  On  demande  la  nature  de  la  courbe  sur  laquelle 
sont  situés  les  sommets  M de  tous  les  triangles  que  l’on  peut 
construire  avec  les  mêmes  données.  . . 

Soient  x , y les  coordonnées  rectangles  du  point  M , et  A 
l’origine  des  axes. 


Puisque  A — B , on  a tang  «J* 


tang  A — tang  B 
I tang  A tang  B ’ 


mais  à cause  de  tang  A = - , et'  de  tang  B = 
expression  de  tang  J se  change  en  celle-ci  : 


— - — , cette 
a — x 


d’où 


tang  J1  = 


y (a — x)  — xy 
(a  — x)  x — y‘  ’ 


* 
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/+  ï^ïxy  - x'~  y + a* = °-  o) 

Si  l’on  compare  cette  équation  avec  l’équation  générale  des 
courbes  du  second  ordre , 

A y'  + + Cx*  -+-  D y + Ex  = F , (a) 

on  verra  d’abord  que  la  condition  4AC  — Ba  <;  o est  satis- 
faite’: en  effet,  l’on  a 4AC  — B1  = — La  courbe 

tang«r 

cbercliée  est  donc  une  hyperlxde. 

Il  est  facile  de  déduire  de  l’équation  (2)  celle  des  asymp- 
totes, qui  est 

o 

par  conséquent,  l’équation  (i)  fournira,  dans  la  même 
circonstance, 

x , a /o.x  — <z\  / 

y = “ tengd+2 tangJ ~ 3 ( ^ 1 + taD«“ & 

Toute  la  partie  rationnelle  de  ce  résultat  étant  l’équation 
d’un  diamètre,  c’est-à-dire 


+ 


tang  i'  2 tang  <F 

on  aura  l’abscisse  du  centre  de  l’hyperbole , en  faisant 

— (Si f)  ^1+t“ë^  = o; 

ce  qui  donnera , 


(4) 


puis  mettant  cette  valeur  dans  l’équation  (4),  on  trouvera , 
pour  l’ordonnée  de  ce  centre , 


J=°-  . 


(*)  V >yez  d’ailleurs  sur  ce  sujet  les  o°*  340  et  2 j3  de  l’essai  de 
Géométrie  analytique  par  M.  Biot,  ou  la  Théorie  des  Courbes  de 
M.  Bouchai  lut,  page  aa5. 
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Ainsi,  ce  point  est  le  milieu  môme  de  la  droite  a.  Ce  pro- 
cédé revient  évidemment  à combiner  les  équations  (3)  des 
deux  asymptotes  pour  en  déduire  les  valeurs  des  coordon- 
nées de  leur  point  d’intersection. 

Il  reste  à déterminer  la  direction  de  ccs  droites.  Pour  cet 
effet,  on  cherchera  les  coordonnées  des  points  où  elles 
coupent  l’axe  des  y,  en  faisant  x = o dans  l’équation  (3),  et 
ou  aura , en  désignant  par  y',  y"  le*  deux  valeurs  résultantes 
dey, 

/ * C ^ I 1 a 

2 tang  S'  * sin  i'> 

y"  =?  AH  = F—  à -£tï 

• . • a tang  sinJ^ 

les  droites  KG,  KH  déterminées  de  cette  manière  sont 
donc  les  asymptotes  cherchées.  Il  est  remarquable  qu’en 
multipliant  entre  elles  ces  deux  valeurs,  on  obtient 

— = AK  ; donc  l’angle  GKH  des  asymptotes  est  droit;. donc 

l’hyperbole  cherchée  est  équilatère. 

Mais  quel  est  l’aDgle  qu’une  de  ces  lignes  forme  avec 
l’axe  des  r?  La  réponse  est  facile  à faireycar  on  a 


, _ BH'  _ . 

tangBKH  _ 


tang  J1 


tang  j i'  : 


donc  l’angle  BKJI'  est  égal  à la  moitié  de  la  différence  <1  des 
angles  A et  B. 

Newton,  après  être  parvenu  aux  mêmes  conséquences, 
par  une  méthode  de  calcul  qui  lui  est  propre  ( Arilh.  Univ., 
prob.  40,  imagina,  pour  donner  la  solution  la  plus  simple 
possible  de  ce  problème , de  prendre  les  asymptotes  mêmes 
pour  les  axes  des  coordonnées  ; mais  ce  grand  génie  n’aurait 
peut-être  pas  eu  une  pareille  idée , si  l’analyse  ne  la  lui  eût 
fournie. 
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97.  Deux  cercles  étant  donnés  de  grandeur  et  de  position 
sur  un  plan  j trouver  le  lieu  des  centres  de  tous  les  cercles 
qui  sont  tangens  à la  fois  aux  deux  cercles  donnés. 

£ Fig.  71.3  Supposons  que  le  cercle  cherché  enTcloppe 
les  deux  cercles  donnés,  et  nommons  x,y  les  coordonnées 
du  centre  du  premier  cercle , s son  rayon  , a la  distance  AA' 
des  centres  des  deux  autres,  r et  r les  rayons  de  ces  cercles. 

Il  suit  dç  la  propriété  des  triangles  rectangles  APM  , 
ATM  , que  l’on  a d’une  port 


et  de  l’autre  j 

ar’+y’  = (a— r)% 

(0 

Développant 

r*a  _ 

y'+(a  — *)«r=(z—  r'j'. 
ces  équations,  elles  deviennent 
- 2 rz  + ;■*  = x*  + y »,  , 

(2) 

sa  — 7. fs  + r'2  = a'  — lax  -f-  y5  -J-  x*. 

Or , si  on  les  comparait  avec  les  formules  du  second  degré , 
z>+Pz+Q  =0, 

s’  + P's-f  Q'  = o, 

qui,  comme  l’on  sait,  donnent  pour  résultat  final, 

(P-POtPQ'-QPO-KQ-QO^o,  (A) 

on  arriverait  aisément  à l’équation  de  la  courbe  cherchée  ; 
mais  il  est  encore  plus  simple  de  procéder  de  la  manière 
suivante. 

Soustrayant  l’une  de  l’autre  les  équations  (1)  et  (2) , on  a 
_ 2 ax  — a1  -j-  r 1 — r2 

s~  2 (r  0 • ’ 

4 

et  ajoutant  ici  — - r de  part  et  d’autre,  on  obtient 
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lax  — a1  -f-  (r  — r')* 

S_r_  } 

puis  introduisant  cette  valeur  dans  l’équation  (i),  il  vient 

4 (r_  r')Y+ 4 [(r—  r')a—  aa]xa—  4 a [(r  — r)1  — a1]  * 

— [(r— /)>— a*3*.  (A') 

Cette  équation  est  celle  de  l’hyperbole,  parce  que  les  coef- 
ficiens  de  x 1 et  dey^  sont  de  signes  contraires.  En  effet,  à 
cause  de  r — r <C[  <i , on  a 4 0 r ) “C  4n  • 

Mais  lorsque  r — r'  — a,  ce  qui  est  dans  le  cas  de  la 
% 72,  l’équation  de  la  courbe  hyperbolique  devient,  en  y 
faisant  les  réductions  convenables  , y = o.  Ce  résultat  étant 
indépendant  de  a- , il  en  résulte  qu’à  tous  les  points  de  l’axe 
des  abscisses,  l’ordonnée  du  centre  cherché  est  nulle. 

De  même,  si  r—  r , l’équation  de  l’hyperbole  devient 


et  l’on  tire  de  là , 


a 


ce  qui  indique,  comme  on  devait  bien  s’y  attendre,  que, 
quelle  que  soit  l’ordonnée  y , l’abscisse  est  toujours  con- 
stante. Enfin , si  les  cercles  donnés  de  grandeur  et  de  position 
étaient  tels  que  l’on  eût  r — r > a , la  courbe  cherchée 
serait  une  ellipse. 

Nous  ne  laisserons  point  ignorer  que  l’on  peut  plus 
promptement  découvrir  la  nature  de  la  courbe  cherchée , 
car  puisque , d’un  côte,  l’on  a AM  = s — r £fig.  7 1]  , et  de 
l’autre  A'M  — z — /,  il  s’ensuit  que 

AM  — A'M  = (s  — r)  — (z  — r ) = r — r. 

Ce  résultat  se  trouvant  délivré  du  rayon  du  cercle  cherché, 
l’on  en  doit  conclure  «que  la  différence  des  rayons  vecteurs 
AM , A'M  est  toujours  constante,  soit  que  le  cercle  cherché 


i 
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enveloppe  les  cercles  donnés , soit  qu’il  les  laisse  tous  deux 
au-deliors.  La  courbe  des  centres  en  question  est  donc  une 
hyperbole,  qui  a pour  foyers  les  centres  mêmes  des  cercles 
donnés  , et  pour  grand  axe  la  différence  de  leurs  rayons. 

Ou  peut  en  outre  obtenir  les  sommets  des  hyperboles 
opposées,  sans  être  obligé  de  recourir  à la  transposition 
des  axes’:  en  effet,  au  point  où  l'hyperbole  coupe  l’axe  des 
abscisses,  l’ordonnée  est  nulle;  faisant  donc  y — o dans 
l’équation  (A'),  et  divisant  tout  par  le  coellicient  de  x *,  on 
aura, 

x*  — ax  ~ 

Cette  équation  étant  résolue  par  rapport  à x , on  obtiendra 


Comme  la  première  valeur  de  x répond  à l’abscisse  AS',  et 
la  seconde  valeur  à l’abscisse  AS , le  grand  axe  SS'  de  l’hy- 
perbole sera  égal  à r — r,  et  le  centre  O sera  situé  au  milieu 
de  la  distance  AA'.  Déplus,  la  branche  hyperbolique  wSQ 
sera  celle  sur  laquelle  sont  situés  les  centres  des  cercles  en- 
veloppans,  tandis  que  la  branche  w'S'Q'  renfermera  les 
. centres  de  tous  les  cercles  qui  laissent  les  cercles  donnés  au- 
debors. 

Rien  n’est  plus  facile  que  de  se  rendre  compte  des 
autres  particularités  du  problème , et  d’appliquer  cette  solu- 
tion i la  recherche  d’un  cercle  qui  en  touche  trois  autres; 
puisque  ce  cercle  doit  avoir  son  centre  à l’intersection  des 
courbes  qui  contiennent  les  centres  des  cercles  mobiles  for- 
mant contact  avec  les  cercles  donnés  pris  deux  à deux. 
Toutefois , le  procédé  exposé  à cet  égard  au  n°  85 , est  de 
beaucoup  préférable  à .ce  dernier,  à cause  de  son  extrême 
simplicité. 

, «4 


[(r— r')*  — a*]*  _ (r  — r)'  — «a 

4 [(r— - 4 • 
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98.  Trouver  la  nature  de  la  courbe  qui  renferme  tous  les 
points  desquels  menant  deux  tangentes  à une  parabole 
donnée , ces  tangentes  forment  entre  elles  un  angle  donné. 

[Fig.  73.]  Désignons  respectivement  par  a,  @ ; <*  , fi  > les 

coordonnées  des  points  de  contact  M , M',  et  par  t la  tan- 
gente de  l’angle  donné. 

L’équation  de  la  parabole  sera 

/3s=/>»,  on  &*  — pd, 

p étant  le  paramètre  ; et  celle  de  la  droite  TM  assujettie  à 
toucher  cette  courbe  donnée , sera  ( n°  53  ) 

2/3 y — px  +<*/>>  (0 

en  prenant  x,  y pour  les  coordonnées  courantes. 

Pareillement  l’équation  delà  tangente T'M',  assujettie  à 
passer  par  le  point  M'  pour  lequel  P'M'  ==  — sera 

— 1$y=.px  ■+■  */>;  (2) 

mais  les  coordonnées  du  point  m d’intersection  de  ces  tan- 
gentes doivent  être  les  mêmes  dans  les  équations  (1)  et  (2), 
et  ce  point  m étant  situé  du  coté  des  abscisses  négatives,  il 
faudra,  pour  avoir  égard  à cette  circonstance,  changer 
en  — *;  alors  les  équations  ci-dessus  deviendront  ■ • 

2/S y = — px  + ap, 

2.@y=  px  — àp\ 

et  comme  des  équations  pz=*p,  = *'p , qui  conviennent 
aux  points  de  contact,  on  tire  ces  valeurs 


il  est  clair  que  l’on  a 

2/3 y = — />*•+•£*,  1 

2/3 'y  = px  — J 


(3) 

(4) 
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itou  l’on  tire 


ni  gbométhh: 

= y — V P*  + y, 


III 

\ 


- £'  = — yj=-  \/ px  ■+■  y. 

D’un  autre  côté,  l’angle  M/raM'  = MT  A 4-  ATM';  et  à 
cause  des  équations  (3) , (4)  qui  donnent,  abstraction  faite 
des  signes,  ou  pour  valeurs  absolues, 


A _ £_  _ J . k'  - 

A 2/g  > A — JP  


20.  ' 


JL 

20! 


on  a ainsi,  d’après  le.  n°  45, 
A + A' 


W 

20$  4-  2O.'0 


i — AA'  4**'  — /S/3 ' 

Substituant  dans  ce  résultat , pour  a.  et  «' , leurs  valeurs 
données  par  les  équations  (.3),  on  aura,  après  avoir  chassé 
le  dénominateur, 

4&8 't  — p*t  = a /Sp  + 20' p. 

Mettant  en  outre  dans  celle-ci,  au  lieu  de  (3  et  0'  leurs  va- 
leurs obtenues  précédemment,  il  tiendra,  en  divisant  tout 
par  pi  

4*r  — p<  = 4 V P*  +y%- 

Élevant  les  deux  membres  au  carré , pour  faire  disparaître 
le  radical , on  aura  enfin 


"•+(f + j>) -Ç=». 


(A) 


équation  à l’hyperbole , puisque  sa  forme  se  rapporte  évi- 
demment à la  formule  A 'y1  — Cx1  -f-  E'*  = M , qui  repré- 
sente cette  courbe  ( n°  49  )• 

Le  moyen  de  transporter  l’origine  au  Centre  de  l’hyper- 
bole , et  de  donner  par  conséquent  à l'équation  précédente 

la  forme  V*=  ~ (x'* — a1) , est  de  chasser  le  terme  où  * 
a 

se  trouve  à la  première  puissance,  en  mettant  ? 4-  q au 

«4- 
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lieu  de*  dans  l’équation  de  la  courbe;  mais  on  sait  d’ail- 
leurs , par  la  théorie  des  équations , qu’en  pareil  cas , 1 on  a 

, _ x>  + I + JL. 

X — X + 4 ^ 

. ' \ ■ 

La  formulé  (A)  deviendra  donc , par  la  substitution  de 
cette  valeur , 

^ = .(B) 

Pour  trouver  le  premier  demi-axe , on  fera , dans  ce  ré- 
sultat , y — o , et  l’on  obtiendra 

= a = ± 

et  pdur  trouver  le  second  demi-axe , on  fera  x — v , ce  qui- 
donnera 

* 

t A 

Si  l’on  se  rappelle  maintenant  que,  parle  calcul  des  fonc- 
tions circulaires,  on  a 

tan  g m 

. smm=  p/j  -p  tang^’ 

on  pourra  simplifier  l’expression  des  demi-axes,  ainsi  qu’il 
suit:  par  exemple,  en  désignant  le  sinus  de  l’angle  MmM' 
par  /,  lorsque  sa  tangente  l’est  par  S,  on  conclura,  à l’aide 
de  la  formule  précédente,  que 

1 _ yT+? 
f~  * ’ . 

et  par  suite 


ainsi  l’équation  (B)  devient 
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4?t)  (ff) 

Il  suit  de  là  qu’en  diminuant  les  x de  la  quantité 
5 p -+-  , et  décrivant  une  hyperbole  dont  les  axes  soient 

2 a,  et  i b,  cette  courbe  sera  le  lieu  de  l’équation  (A). 

Dans  la  solution  précédente,  on  a supposé  que  l’angle 
donné  MmM'  était  aigu , et  il  est  visible  que  lorsqu’il  est 
obtus,  sa  tangente  Aégative , qui  n’entre  dans  tous  les  termes 
de  l’équation  (A)  qu’à  la  seconde  puissance,  n’y  produit 
aucun  changement.  Concluons  donc  que  les  deux  branches 
hyperboliques , l’iine  QR , satisfait  au  cas  où  l’angle  proposé 
est  aigu,  et  l’autre  QR',  au  cas  où  cet  angle  est  obtus  et 
supplément  du  premier. 

. Enfin,  s’il  arrivait  que  l’angle  MmM'  fût  droit,  la  ligne 
cherchée  serait  la  directrice  même  de  la • parabole , parce 
qu’alors  l’équation  (B')  donnerait,  quelle  que  fût  y ,x'  = o , 

et  à cause  de  x =x'  -f-  j p ■+•  ; ^ , on  aurait  dans  la  même 

circonstance  x — j p , Ce  qui  exprime  la  distance^u  .sommet 
de  la  courbe  à la  directrice. 

En  cherchant,  par  un  procédé  analogue,  quelle  serait  la 
courbe  que  parcourrait  le  sommet  d’un  angle  droit  dont  les 
côtés  toucheraient  constamment  une  ellipse,  on  trouverait 
l’équation  du  cercle-,  mais  cette  question  particulière  est 
susceptible  d’être  traitée  plus  élégamment},  ainsi  qu’il 
suit  (¥). 


{*)  Si  l’angle  des  deux  tangentes  à l’ellipse  , au  lieu  d’être  droit , cuit 
quelconque,  on  trouverait,  par  un  calcul  analogue  au  précédent ,' une 
équation  du  quatrième  degré  entre  les  coordonnées  x , y,  de  laquelle 
résulteraient  les  denx  courbes  fermées  qui  satisferaient  k l’angle  donné  et 
b son  supplément  ; mais  comme  cette  équation  ne  serait  pas  décom- 
posablc  en  deux  facteurs  rationnels  du  second  degré , les  lieux  géomé- 
triques cherchés  ne  pourraient  être  déterminés  que  par  la  discussion 
immédiate  de  l’équation  dont  il  s'agit. 
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PROBLEME; 

gg.  Trouver  le  lieu  géométrique  du  sommet  d’un  angle 
droit  dont  les  côtés  sont  constamment  tangens  à une 
courbe  du  second  degré. 

Première  solution.  Soient  x',  y'  ; x",  y"  les  coordonnées 
rectangles  des  points  de  contact  des  tangentes  T , T avec  la 
courbe  du  second  degré  représentée  par  l’équation 


«4 


• AV  + By*  = i ; 

on  aura  entre  ces  coordonnées  les  relations 

A*'*  -f  B/‘  = i,  î 
Ax"*  + By"a  = i,  J 


(0 


et  les  équations  des  denx  tangentes  T , T'  passant  par  un 
point  variable  J,  y , seront 


Ax'x  + B y y = i , î 
Ax'x  + B y" y = i.  j 


De  plus,^a  condition  que  ces  tangentes  soient  rectangu- 
laires sera  exprimée  (n°  42)  par 


AV*"  4-  B y/  = o.  y (3) 

Nous  voilà  donc  parvenus  à cinq  équations  entre  les 
quatre  coordonnées  x' y , x" y"  des  points  de  contact;  ainsi 
l’on  conçoit  la  possibilité  d’obtenir  une  équation  dégagée 
entièrement  de  ces  coordonnées  ; mais  pour  employer  dans 
cette  circonstance  un  mode  d’élimination  facile , on  aura 
égard  à ce  qui  a été  démontré  au  n°  4&  j savoir,  qu’au  sys- 
tème d’équations 

a'2  4-  &'*  = R'> , aa'  + bb'—o 

correspond  cet  autre 


ab  a' b' 

Rr  + R7r 


o. 
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Si  l’on  fait  donc  ‘ ^ 

Ax'  = a,  B y'~b,  Ax"=>a',  B y’ = b' , 
les  équations  ( i,  3)  formeront  ce  nouveau  groupe  : 
a-  , b » 

T + 7-  *’ 

a*  , b'% 

A + B ~ *' 

au  + bb  = o ; 
ou  faisant  a*  + b*  = R* , a'1  + 6'*  = R’*, 

-on  aura,  conformément  à la  remarque  précédente, 

£ , £ _ 

R*  + R'*  ~ * ’ 

R*  + R'»  ”*  1 \ 
aé  aT  _ 
n»  ’T'  °’ 


(4) 


(5) 


R 


Cela  posé , si  l’on  ajoute  ensemble  les  carrés  des  équa- 
tions (a)  divisées  respectivement  par  R et  R',  et  qu’on  ré- 
duise en  vertu  de  ces  dernières  relations  (5),  il  viendra 

*a+y‘=j[;+  1 


R'*  ‘ 


Si  l’on  ajoute  pareillement  les  deux  premières  équa- 
tions (4)  après  les  avoir  divisées  respectivement  par  R*  et 
R'* , on  aura , à cause  des  relations  (5) , 


_L  + J JT-l.  JL. 

R®  ^ R'“  A ~ B ’ 


donc  le  résultat 


**  + y'  = x + 


B ’ 


exprime  que  le  lieu  géométrique  cherché  est  un  cercle. 
Deuxième  solution.  Il  est  un  autre  procédé  analytique 
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non  moins  élégant  qui  résout' cette  question  ; c’est  de  rap- 
porter d’abord  la  courbe  du  second  ordre  à des  coordonnées 
rectangulaires  qui  aient  pour  axes  les  deux  tangentes  T, T'. 
Pour  cet  effet,  l’on  mettra  dans  l’équation  (i)  de  la  courbe, 
ces  valeurs 
* t 

x ^zmt+pu  -f-  x , y z=nt+qu+y, 

dans  lesquelles  x ,y  désignent  comme  ci-dessus  les  coordon- 
nées du  poin,t  d’intersection  des  tangentes  T,  T',  point  que 
l’on  prend  maintenant  pour  origine  des  axes  ; et  il  vien- 
dra 

(A p*  -f  B?*)  + f (Am1  + Bra*) 

4"  2 tu  ( Amp  -f-  Brcj) 

+ a u (Apx  -J-  B qy)  -J-  2 1 (Amx  -f-  Bny) 

4-  (Aar* 4-  Bj’  — î)  = o. 

Or , faisant  successivement  u et  t~o,  et  résolvant  les 
équations  restantes , on  exprimera  que  la  courbe  est  rap- 
portée aux  axes  tangentiels  T,  T'  en  écrivant  analytique^ 
ment  que  les  deux  valeurs  de  t et  de  u sont  égales  respec- 
tivement, ce  qui  fournira  ces  deux  équations  de  condition: 

( AB  (m'y*  -f-  nV  -*—  2 mnxy ) = A m*  -f-  B/i* , 

1 AB  (p*y%  -f-  q'x*  — 2 pqxy)  = A p*  -f  Bq*  ; 

et  comme  on  a en  outre  •(  n®  48)  ces  relations 

(7)  m'  + P*  = 1»  n*  + q'~',  mn 4~ pq  — o , 

il  est  évident  qu’en  ajoutant  les  équations  (6)  terme  à 
terme  et  opérant  les  réductions  que  présentent  les  rela- 
tions (7) , on  obtierfdra  comme  ci-dessus 

x*  4-  vs  = — 4-  — . 

^ y A ^ B 

V oyez  d’autres  applications  de  ce  procédé  dans  un  ou-# 
vrage  très  intéressant  de  M.  Lamé,  lequel  a pour  titre  : 
Examen  des  différentes  méthodes  pour  résoudre  Us  pro- 
blèmes de  Géométrie  (Paris,  1818). 
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100.  Fig.  60.3  Trouver  un  point  M'  duquel  ayant  abaisse 
des  perpendiculaires  sur  les  côtés  d'un  angle  donné 
MAB  , le  quadrilatère  qui  en  résulte  soit  équivalent  à un 
carré  q“. 

Soient  a la  tangente  de  l’angle  donné  MAB , et  , y les 
coordonnées  du  point  M'  cherché. 

L’équation  de  la  droite  AM  qui  passe  par  1 origine 
A , est  • 

y~  as : , 

et  celle  de  la  droite  MM'  qui  lui  est  perpendiculaire , est 


Ainsi  les  coordonnées  du  point  M d’intersection  de  ces 
droites  seront 

x + ay'  ax  -+-  a' y 

* = T+^>  ' = “7 +*- 


L’aire  du  triangle  AMM' , exprimée  en  fonction  des  coor- 
données des  sommets  de  ses  angles,  est  (n°  ioi.  L.  C.) 

♦ 

x!  (ax'  +a*y) — y ( x -f  ay  ) 

»(!  + «■) 

I f 

et  l’aire  du  triangle  AP'M'  = — Or , comme  le  quadrila- 
tère AMM'P,=AMM'  -f*  AM'P'  ~q' , il  s’ensuit  que 
a'x'y  -ax'*  — x' y'  — ay -f- x' y + a*x'y  — 2ÿ“  ( 1 ■+•  “*)  )• 

ou,  en  changeant  les  sigues,  réduisant  et  divisant  tout 
par  a, 


• 2 / r t,x  ^ a 

y 2 — 2 axy  — x À ~ — 2 y 


(A  y 


i 
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Telle  est  l’équation  qu’il  faudrait  construire  pour#obtenir 
le  lieu  de  tous  les  points  M'  qui  satisfont  à la  condition  du 
problème  proposé.  Si  l’on  résout  cette  équation  par  rapport 
à y , on  aura 

y'  = ai'  ±.  y/(  i + a1)  (x'*  — ; 

d’où  l’on  voit  que  la  courbe  résultante  est  une  hyperbole 
qui  a son  centre  au  point  A;  et  qu’à  cause  de  la  quantité 
rationnelle  axr , la  droite  AM  doit  être  prise  pour  un  de  ses 
diamètrf# ( n°  in.  L.C.).  On  portera  donc  parallèlement 
à l’axe  AY,  tant  au-dessus  qu’au-dessous  de  AM  et  de  Atwj 

des  parties  égales  à y/  ( i -f-  a*  ) ^x'1  > l’ensemble 

des  points  que  l’on  obtiendra  de  cette  manière  déterminera 
les  branches  de  la  courbe  à décrire.  Noùs  ne  nous  étendrons 
pas  davantage  sur  les  détails  de  cette  construction,  parce 
qu’ils  ne  présentent  aucune  difficulté;  nous  remarquerons 
seulement  que  si,  dans  l’équation  (A),  Pon  voulait  chasser 
le  terme  multiplié  par  x'y  , il  faudrait  changer  la  direction 
des  coordonnées,  en  y faisant  (n°  4°) 

x'  ~mt — nn,  yl=znt-\-mu\ 

et,  dans  ce  cas , l’équation  résultante  serait  celle  de  l’hyper- 
bole rapportée  à ses  axes. 

Lorsque  a est  infinie , ou , ce  qui  est  de  même , lorsque 
l’angle  donné  MAB  est  droit,  l’équation  (A)  se  réduit  à 
x'y  —q1,  parce  que  tous  les  termes  sans  a sont  nuis  par 
rapport  à ceux  qui  en  renferment;  mais  si  l’on  veut  éviter 

la  considération  de  l'infini,  on  fera  a — S'n  ^ , et  l’équa- 

cos  A 

tion  (A)  deviendra , par  la  substitution  de  cette  valeur , et 
après  avoir  chassé  le  dénominateur  cos  A , 


cos  ky*  — 2 sin  A xy  — cos  Ax'*  = • 


VsinA 


) 
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L’angle  MAB  étant  droit,  on  a cos  A = o,  et  sin  A = i ; 
ainsi,  l’équation  précédente  se  réduit  à 

• v x'ÿ  — 

c’est  celle  de  l’hyperbole  équilatère  entre  ses  asymptotes 
AX,  AY. 

Enfin,  si  l’angle  est  plus  grand  qu’un  quadrant , sa  tan- 
gente a devient  négative , et  l’équation  (À) , qui  appartient 
encore  à l’hyperbole , se  change  en 

/ . | » a V .1 

y*  + a ax  y — x*  — 2y“  Q — — — J-  • ■ . 

11  y a plusieurs  moyens  de  rendre  le  problème  actuel  dé- 
terminé; par  exemple,,  il  le  serait,  si  la  perpendiculaire 
MM'  devait  être  tangente  à un  cercle  donné  de  grandeur  et 
de  position , èt  que  toutes  choses  fussent  égales  d’ailleurs 
comme  précédemment-,  mais  alors  le  carré  q*  ne  pourrait 
excéder  certaines  limites. 

PROBLÈME, 

loi.  £ Fig.  740  Deux  cercles  AB,  A'B'  étant  donnés  de 
grandeur  et  de  position  sur  un  planj  et  ayant  mené  par 
un  point  quelconque  C ditç cercle  A'B'  une  tangente  in- 
définie C'T,  qui  coupe  l’autre  cercle  AB  en  deux  pointe 
m , m',  par  lesquels  soient  menées  à celui-ci  les  tangentes 
mM,  m'M;  on  demande  la  nature  de  la  ligne  sur  laquelle 
sont  situés  tous  les  points  de  concours  M. 

Soient  a.  et  £ les  coordonnées  rectangles  du  point  M 
cherché;  rayon  AB  = r,  rayon  A'B'  = /;  et  désignons 
par  a la  distance  AA'  des  deux  centres. 

La  corde  joignant  les  points  de  contact  m , ml  des  deux 
tangentes  au  cercle  AB , qui  se  rencontrent  en  un  point  M 
dont  les  coordonnées  variables  sont  et , /8 , a pour  équation 


4 
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(1)  %'4-et*  =r’, 

• f 

puisque  celle  du  cerde  dont  il  s’agit  est 

(2)  x*+y  = r*.  • 

Cette  corde  coupe  l’axe  des  x en  un  point  T dont  l’ab- 
scisse AT = x,  se  trouve , en  faisant  y —o  dans  l’équation  (i  ) : 
ainsi  l’on  a • 


r* 


et  elle  fait  avec  ce  même  axe  un  angle  T dont  la  tangente 
tabulaire  a pour  expression , abstraction  faite  du  signe , - 


tangT  = J 

Or,  par  une  formule  de  Trigonométrie , 

• m tanf?  T a 

sm  T = ~=s=  = i 

V/i  -f-tang^T 


et  parce  que  la  corde  mm  prolongée  doit  être  tangente  au 
cerde  A'B',  le  triangle  rectangle  AC'T  donne  ( n°  3 ) 


A'T  = a + x,  = — — Fp  ; 

sm  1 


r t ■ 

ou  substituant  pour  x,  et  si%T  leurs  valeurs  précédentes, 
on  a ' 


*i  — 


r |/«a  4-  fi1  _ _ r* 

et  et 


Réduisant  au  même  dénominateur,  chassant  le  radical,  et 
faisant  passer  tous  les  termes  dans  un  même  membre,  il 
vient  enfin, 


Telle  est  l’équation  de  la  courbe  d’intersection  dfes  lan- 
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gentes  mM , nt'M,  dont  le  lieu  est  une  parabole,  une  ellipse 
ou  une  hyperbole,  selon  que  r est  égal  ou  plus  grand , ou 
moindre  que  a.  . 


PROBLÈME» 


102.  Si  deux  sécantes  à une  courbe  du  second  ordre  partent 
d’un  même  point  fixe > et  qu’on  joigne  par  des  droites  les 
extrémités  réciproques  des  cordes  résultantes j quel  sera  le 
lieu  géométrique  de  F intersectionde  ces  nouvelles  sécantes? 

Les  considérations  analytiques  qui  paraissent  conduire 
par  la  voie  la  plus  directe  et  la  plus  simple  à la  solution  de 
ces  sortes  de  problèmes,  et  qui  ont  une  grande  généralité, 
sont  fondées  sur  ce  que  l’ensemble  de  deux  droites  partant 
d’un  même  point  a,  fi  peut  ètrç  représenté  par  une  seule 
équation  du  second  degré  de  la  forme  suivante  : 

(y  — fl)'  + A(x  — ct)  {y —fi)  + B (*  — «)*  = o, 

lorsqu’on  transporte  l’origine  des  coordonnées  à leur  point 
d’intersection  (n°  5o),  et  qu’en  combinant  ainsi  plusieurs 
couples  de  lignes  droites  avec  des  courbes  du  second  degré 
qui  ont  avec  elles  des  points  communs , les  éliminations  se 
présentent  en  moindre  nombre  et  s’eifectuent  plus  facile- 
ment : c’est  ce  que  l’on  a déjà  vu  au  n°  62. 

Représentons  par 

y=px  + qx‘  . (1) 

l’équation  de  la  courbe  du  second  degré , ARR'  ( fig.  98)  ; 
P31*  » 

(y  — £)“  + A(*  — et)(y  — 0)  + B(*—  *)a  = o,  (2) 

le  système  dès  deux  sécantes  MR',  Mr,  menées  par  le  point 
fixe  M dont  les  coordonnées  sont  et , fi  ; et  par 

* CK-/8')*  + A'(x-<t')(^-^)+B'(*-c')*=PO,  (3) 
le  système  des  deux  autres  sécantes  M'r,  MV,  menées  par 
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les  extrémités  des  cordes  RR',  rr , et  se  coupant  en  ùri 
point  M'  dont  les  coordonnées  variables  sont  fi,  fi. 

. Toutes  ces  lignes  ayant  des  points  communs,  les  variables 
x,y  doivent  avoir  les  mêmes  valeurs  dans  les  trois  équa- 
tions précédentes;  et  il  est  évident  qu’en  multipliant  (2) 
et  (3)  respectivement  par  le?  deux  constantes  arbitraires 
ot,  m,  la  somme  de  ces  produits  peut  être  considérée 
comme  identique  à l’équation  (1);  ce  qui  fournira  entre 
les  six  constantes  arbitraires  A,  A',  B,  B',  m,  m',  les  six 
relations 

m m'  — 1 , A m -J-  A!m  r=  o , Bot  -f-  B'ot'  = — q , 
imfi  -f-  un!  fi  A met  -f-  Km!  a!  = o , 

2B ma.  -f-  iXfim  fi  Km  fi  -j-  h! m fi  —p, 

mfi -f-  m fi • + Bma*  -f-  Bot'*'* -f-  Kma.fi  -f-  K' m’a! fi  = o. 

* Le  moyen  d’obtenir  une  nouvelle  équation  indépendante 
de  la  direction  des  deux  sécantes  MR',  Mr',  est  d’éliminer 
A,  A',  B,  B'.  Or,  à cause  de  A'ot'  = — Km,  et  de..... 
B'ot'  = — (?  + Bot)  , les  trois  dernières  relations  ci-dessus 
deviennent 

2 {mfi  -f-  mfi)  -f-  Km  (<t  — *')  = o , 

2Bot(*  — et!)  -f-  Km  (fi  — fi)  — (2  fiq  -j-p)  =?  O , 

mfiiJr  Bot  («“  — fi‘)  -f  Km  {a fi — a! fi) — qfi%  — o 

Multipliant  respectivement  les  deux  premières  de  ce 
nouveau  système  par  {fi  -f-  fi)  et  (a  -f-  a!)  ; puis  soustrayant 
la  somme  des  deux  produits  résultans,  de  la  troisième  rela- 
tion , on  aura  pour  reste 

(ot  -f-  ot')  fifi  — {fi g + 5 p)  (<*■  + fi)  + qfi%—  o, 

ou  réduisant  et  remarquant  que  m -f-  m = 1 , il  viendra 
définitivement 

fifi  — qttfi  ==  î f (*  -f-  *')■  ■ (4) 

Ainsi , le  lieu  géométrique , dont  les  coordonnées  courantes 
%onlfifi , est  une  droite  ; et  lorsque  le  point 'fixe  M est,  comme 
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dans  la  figure,  extérieur  à la  courbe  A RR',  cette  droite 
joint  les  points  de  contact  des  deux  tangentes  menées  par 
ce  point  à cette  même  courbe  (n°  55), 

De  là  la  possibilité  de  mener,  avec  le  secours  de  la  règle 
seulement,  une  tangente  à une  courbe  du  second  ordre  par 
un  point  extérieur. 

Voyez  sur  cette  théorie  des  transversales,  Y Examendes 
différentes  méthodes  pour  résoudre  les  problèmes  de  Géomé- 
triej par  M.  Lamé. 

» 

PROBLÈME. 

i o3.  Inscrire  une  ellipse  dans  un  triangle , de  manière  qu’un 
de  ses  diamètres  soit  situé  sur  la  ligne  qui  passe  par  le 
sommet  et  par  le  milieu  de  la  base  de  ce  triangle. 

£ Fig.  75.3  De  grand  diamètre  AB  étant  pris  sur  la  ligne 
AT  qui  passe  par  le  milieu  de  la  base  GH  et  par  le  point  T, 
le  petit  diamètre  CD  sera  nécessairement  parallèle  à la 
tangente  GH , et  les  points  de  contact  M , M'  seront  aux 
extrémités  de  la  double  ordonnée  MM'  ; parce  qu’à  une 
même  abscisse  correspondent  deux  ordonnées  égales , et  que 
les  tangentes  qui  leur  sont  relatives , se  rencontrent  sur  le 
prolongement  du  diamètre.  • 

Cela  posé,  faisons  GH  = 2to,  AG  — m,  AT  = ra|  le 
diamètre  AB=  2 a',  son  conjugué  CD  = ib'  ; et  désignons 
par  a , fi  les  coordonnées  OP,  PM  du  point  M. 

L’équation  de  l’ellipse,  relativement  à ses  diamètres,  est 

a'hf  + iV  = a'a£'*, 

t étant  considérée  comme  l’abscisse  prise  sur  AB  , et  « 
comme  l’ordonnée  correspondante.  Cette  équation  devien- 
dra , pour  le  point  t/l, 

aY  + iVpa'V1.  (1) 

De  plus,  les  points  T,  M,  H étant  sur  une  même  droite. 


V 
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AH  PM  , 

les  rapports  et  , sont  nécessairement  égaux  ; ainsi , 
en  employant  la  notation  algébrique , on  a 
m /3 

n n — a —a.' 


d’où  l’on  tire 


( n — a — ct)i 


(»> 


Enfin , pour  exprimer  que  tes  lignes  GT,  TH  sont  en 
contact  avec  l’ellipse,  on  aura 


soutangente  PT  = 


n — a 


et. 


(3) 


Ces  trois  équations  renfermiht  une  inconnue  de  plus,  le 
problème  demeure  indéterminé;  c’est-à-dire  qu’il  existe 
une  infinité  d’ellipses  qui  jouissent  de  la  propriété  énoncée. 
Mais  ce  problème  serait  restreint  à une  seule  solution , si 
l’on  ajoutait  cette  condition , que  l’ellipse  à décrire  doit 
toucher  le  milieu  du  côté  HT;  car  alors  on  a 


n /, 
a.  = — — ■ a , 
2 


et  l’éqaation  (a)  devenant , par  le  moyen  de  cette  valeur, 
fi  = — , il  s’ensuit  que  les  équations  (i)  et  (3)  se  changent 
respectivement  en  ' ' . 

a,am.3  -f-  è,J  (n  — 2a’)*  ==  (i') 

n = 3a'.  * (3') 


et 


Cette  dernière  donnant  a'  = k précédente  fournira 
+ &'*  ==  4 b'%,  et  par  Conséquent  b’  = y/ = OD. 
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Lé  second  demi-diamètre  est  donc  moyen  proportionnel  entre 

m , . , an»  ; . m 

~~  et  m : ou  bien  a cause  de  OK.  = — et  de  PM  = — , ce 

même  demi-diamètre  est  moyen  proportionnel  entre  OK 
et  PM.  . 

l’el- 


D’un  autre  côté , puisque  a — - , le  centre 

S v.  - 

lipse  se.  trouve  nécessairement  sur  la  ligne  HM'  qui  aboutit 
au  milieu  de  GT  : c’est  une  conséquence  immédiate  du  théo- 
rème (n°  61.) 

Il  est  clair  que  si  le  triangle  donné  GTH  était  isoscèle  , les 
lignes  AB  , CD  devraient  être  prises  pour  les  axes  mêmes 
de  l’ellipse.  On  voit  en  outre  que  si  ce  triangle  était 

équilatéral , on  aurait  n — \/ 3/re* , et  AO  = ” =y/^-  j 


//»* 
“ VT  ’ 


ainsi  dans  ce  cas 


en  même  temps  que  l’on  a OD 

l’ellipse  dégénère  en  cercle , comme  on  devait  bien  s’y  at- 
tendre. 

Ces  valeurs  particulières  de  a'  et  b ' se  déduiraient  non 
moins  facilement  des  expressions  générales  j car  il  est  aisé 
de  trouver  que  i ' 

a,=  (fL-j)?  b.=mJ~rz 

2/re  — fi  V 2/re  — £ 

Il  est  remarquable  que  l’ellipse,  décrite  suivant  les  con- 
ditions qui  viennent  d’être  énoncées,  est  la  plus  grande  de 
toutes  celles  qui  sont  inscriptibles  dans  le  triangle  GHT. 


PROBLÈME. 

■ J » 

104.  [ Fig.  76. 3 Décrire  une  courbe  du  second  ordre  qui 
passe  par  un  point  dormi  M',  et  qui  soit  tangente  aux 
côtés  et  un  angle  MT  m,  en  deux  points  donnés  m , M. 

V * 

Supposons  que  la  courbe  soit  une  ellipse.  Joignez  m M , 

i5 
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et  par  le  milieu  P de  cette  ligne , tire*  PT  qui  sera  sou  tan- 
gente par  rapport  aux  demi-diamètres  conjugués  AB',  AC' 
formant  entre  eux  un  angle  représenté  par  TPM  ; désignez 

par 

*/  | les  coordonnées  des  points  J JJ,’ 

comptées  à partir  du  centre  A. 

Soit  de  plus 

AB'  = a , AC'  = b' , PT  = m,  PP'  — n. 
L’équation  de  l’ellipse,  par  rapport  à ses  diamètres,  est 
ti'V-f  6'1 V 2=  *"»'». 

i 

Or , pour  les  points  M , M'  donnés,  elle  prendra  la  forme 

+ + (1) 

(2> 

L’expression  de  la  soutangente  PT  ou  m , est  pour  l’abscisse 


et 


<*'  -J-  n ou  AP , 

a'* -(«'  + „)• 
(«'  + *)  5 
et  des  équations  (1)  et  (2),  l’on  obtient, 


<3) 


£'*  = 


'*£*  . 


a’ fi 


a*i8 


<?'*  — 


a'1  »*-  { «'  -J-  n Y * 
égalant  ces  deux  râleurs,  l’on  a,  après  la  simplification 


necessaire. 


fi*  («'*  — «*») b»^*  [a*  — (a  + »)»];, 

et  parce  que  l’équation  (3)  donne 


on  aura,  en  mettant  «ette  valeur  dans  l’équation  précé- 
dente, . 

fi*ma'  fi*mn  -f-  ifi*a  n — fi' ‘ma  -f-  tf'mn  , 
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i^où  l’on  tire 

, _ ( jf  — /8»  ) mn  — fi'n' 

* zpn—  C/3'a  — £“)  m * 

et  par  conséquent  AP  ou 

• «*n* 

-f-«  2 w/g»  — (jg'»  — fi%)  m' 


25-J 


(A) 


Maintenant  que  <*'  -+-  » est  connue , la  valeur  de  a'  déduite 
de  l’équation  (3)  sera  exprimée  par 


V m(*  + n)  -f  («4-71)“, 

et  l’équation  (i)  donnera,  pour  l’expression  du  second  demi- 
diamètre  b' , 

*P  

y/a*  — ( a 4-  n)*' 


Les  deux  demi-diamètres  conjugués  étant  connus,  l'on 
pourra  déterminer  la  grandeur  des  demi-axes  de  l’ellipse, 
et  leur  position  à l’égard  des  diamètres.  Quoique  le  calcul 
qu’exige  cette  détermination  ne  soit  rien  moins  que  diffi- 
cile , nous  l’entreprendrons  en  faveur  de  quelques  lecteurs  ; 
mais  auparavant  tirons  quelques  conséquences  des  résultats 
que  nous  venons  d’obtenir. 

Il  peut  arriver  d’abord  que  les  points  m , M soient  égale- 
ment éloignés  de  T, en  même  temps  que  a'  = b' ; or,  si  ces 
deux  circonstances  ont  lieu  à la  fois , l’angle  TPM  sera  droit, 
et  la  courbe  elliptique  se  changera  en  circonférence  de 
cercle.  Il  suit  de  là  que 


c’est-à-dire, 


</*  = (.'+ n)*  + *\ 

D’ailleurs  a'*  — m (*'  4?*)  4*(»  4"  nY  > ainsi  de  ces  deux 
valeurs  on  conclura 

m 

i5.. 
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Egalant  en  outre  celle-ci  avec  la  valeur  (A)  obtenue  plus 
haut , il  en  résultera  PT  ou 

ifi'n 

m~  n2  + fi'2  ^fi2 

Telle  est  la  hauteur  qui  convient  au  triangle  isocèle , pour 
que  la  courbe  à décrire  soit  un  cercle. 

Si , dans  l’expression  générale  de  <*'+«  = AP , donnée 
par  l’équation  (A),  on  avait  y.n@2  — ( fi'2 — fi2)  m,  ou 

sa 

m = — -,  cette  expression  serait  infinie,  de  même  que 

fi'2 — fi2 

les  valeurs  de  a et  de  b'  -,  ainsi  l’ellipse  deviendrait  une 
parabole.  Quant  au  sommet  B'  de  cette  dernière  courbe , 

on  le  déterminera  en  prenant  IB  = — , parce  que  dans  la 

.r 

parabole  la  soutangente  PT  est  double  de  l’abscisse  PB', 
l’origine  des  coordonnées  étant  rapportée  au  poiut  B'.  De 
plus,  l’équation  de  cette  courbe,  pour  le  point  M,  et  par 

rapport  au  diamètre  AB',  est  fi2  — étant  le  para- 

mètre. Par  conséquent  pour  un  point  quelconque , on  a 
y a — x . 

Enfin  , si  dans  l’équation  (A),  2 nfi2  < (fi'1  — fi2)  m,  ou 
m n.  — , le  centre  de  la  courbe  cherchée  sera  situé  à 

"*  fi?  7 

l’opposé  de  AP,  c’est-à-dire  en  A';  et  pour  lors  cette 
courbe  sera  une  hyperbole,  dont  on  déterminera  les  demi- 
axes  au  moyen  des  demi-diamètres  conjugués.  "Voici  à ce 
sujet  le  développement  des  calculs  auxquels  l’ellipse  donne 
lieu. 

io5.  Les  deux  diamètres  conjugués  d’une  ellipse  étant  donnés 
avec  l’angle  qu’ils  forment  entre  eux , trouver  les  deux 
demi-axes. 

Il  a été  démontré  (n"  i/jôet  147.  L.  C.)  qu’entre  les. 
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deux  demi-axes  a,  b,  et  les  deux  demi-diamètres  conjugués 
a,  b'  on  a ces  deux  relations  : 

a*  + 6*  = a*  + A'*  , 
ab  = a'b'f, 

/ exprimant  le  sinus  de  l’angle  formé  par  les  diamètres 
conjugués. 

Si  l’on  ajoute  à la  première , et  si  l’on  soustrait  de  celle- 
ci  le  double  de  la  seconde  , on  aura , 

a*  -f  b%  + z ab  = a'1  + b,%  '+  z a'b’f, 
a*  -f -b1  — 2 ab  = a'1  -f-  b'*  — za'b' f\ 
extrayant  la  racine  carrée , il  vient , • 

l ’ ^ 

s + J=  l/V»  -f-  b'*  -H  za'b'/, 
a — b = ty'  a%  b,%  — z a'b'f , 
d’où  l’on  tire  sur-le-champ , , 

2u=  V/(a'*  + b'‘  + zdb'f)  -f  VV1  -+-A'*—  za'b' J) , 
zb=  \/[a'*+b''  + za'b'f)—\/(a''  + b''—za'b'f). 

Ces  quantités  radicales  se  construisent  commodément  par 
le  moyen  du  triangle  obliquangle;  car  le  premier  radical 
se  rapporte  au  triangle  dont  la  perpendiculaire  tombe  au- 
deliors,  et  le  second  radical,  au  triangle  dont  la  perpendi- 
culaire tombe  au-dedans. 

[Fig.  77.3  Soit  pour  cet  effet  abaissée  de  l’extrémité  C 
du  diamètre  , la  perpendiculaire  C'  P sur  son  conjugé  AB', 
et  soit  prolongée  CT  de  la  quantité  CD  = AB'  ; on  aura 
pour  l’expression  du  premier  radical , 

AD  <=  y/îcV  CD*+  aC'D  X PC' 

= Vb'%+  a*  + fdVf 

Soit  en  outre  CPD'  = AB'  on  aura  pour  l’expression  du 
second  radical 
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•AD'  = y/aC'V  CD'  — aC'D'  x PC' 
= Vu*  + o'*  — idTTf. 


Le  reste  de  l’opération  n’a  plus  maintenant  aucune  dif- 
ficulté. / 

Quant  à l’angle  C AB , voici  comment  on  le  'détermi-  • 
nera  : on  tirera  des  équations  , 


a*bx 


a‘n a -J-  bamx 


m1  ■+■»*=  1 , 


<0 


obtenues  dans  le  (n“  1 4^ , L.  C.),  la  valeur  de  ra;  c’est-à- 
dire,  qu’en  mettant  pour  m 1 sa  valeur  i — »*  dans  la  pre-  , 

mière  équation,  on  aura 

♦ ' 

Aiïi  <TAB=  n~-, 

r . ; a 

Il  en  résulterait  de  même  pour  l’angle  BAB', 


sin  BAB' = q — \,\/ — -Ç. 

y b'  V a*  — b% 


Il  existe  un  moyen  d’obtenir  les  angles  C'AB  = S ; 
B'AB  = 8'  indépendamment  des  demi-diamètres  conjugués: 
en  effet , l’équation  de  condition  a,xnq -f-  b*mp  — o,  trouvée 
au  n°  i4o  (L.  C.) , pouvant  être  écrite  ainsi , 


tang  8 tang  <'  = 


parce  qwe  6 a pour  sinus  »,  et  8'  pour  sinus  q ; il  suffira 
alors  de  combiner  cette  équation  avec  cette  autre  : 


tang  (l'  — 8 ) = £,  ou 


tang  8'  — tang  8 
1 -f-  tang  8 tang  #' 


t, 


dans  laquelle  é'  — t , qui  est  l’angle  donné  B"AC',  a une 
tangente  connue  k. 

On  procéderait  d’une  manière  analogue  pour  l’hyper- 
bole; mais,  dans  ce  cas , les  valeurs  de  a et  de  b sont  plus 
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compliquées  que  celles  qui  conviennent  à l’ellipse , et  ne 
sont  pas  susceptibles  d’une  construction  aussi  simple.  Ceux 
qui  voudront  connaître  la  solution  du  problème  inverse  de  ' 
celui-ci  pourront  consulter  le3  Elérnens  de  Géométrie  ana- 
lytique par  M.  Garnier  , page  222.  Mais  nous  ne  saurions 
trop  le  répéter , on  ne  peut  bien  se  fortifier  dans  l’analyse 
qu’cn  cherchant  à vaincre  soi-même  les  difficultés  qu’elle 
présente. 

PROBLÈME. 


106.  [Fig.  78.]  Trouver  f équation  de  là  courbe  DM'Q  dont 
la  propriété  eit  telle  quCj  menant  d'un  point  fixe  A donné 
de  position  par  rapport  à une  ligne  CB,  des  droites  AD, 
AM*  à tous  ses  points  j chacune  des  parties'  CD , MM'  de 
ces  lignes  soit  d’une  grandeur  donnée  d. 

Prenez  pour  coordonnées  du  système  les  droites  AX , 
AY  respectivement  parallèles  et  perpendiculaires  à la  droite 
CB  donnée  ; et  soient 


AC  = b,  CD  = d, 
KV  = x,  PM'  = y. 


L’équation  de  la  droite  AM  est  y = A* , ou  y = x. 

X 

Celle  de  la  droite  CB,, qui  est  constammenÇparallcle  à AX 
est_y  = b. 

Ces  deux  équations  étant  accordées  ensemble,  donneront 

bx 

pour  l’abscisse  du  point  M,  *=-—7-.  * 

D’un  autre  oôté , la  distance  AM'  = \/ xx 


et  celle 


AM  = + y*. 


Or,  à cause  de  AM  ==  AM'  — MM',  on  aura, 

AM  = l/  *'•  -fy*  — d-, 

égalant  cette  valeur  de  AM  è la  précédente , il  en  résultera 
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K y/x’+y'  = vv* + /•—</, 

et  en  chassant  lés  radicaux,  on  obtiendra  pour  l’équation 
demandée, 

y ^ — 2 by'3  -f-  b'y'1 — d?y'*  -f-  x'*y'2  — 2 by'x'*  -f-  b2x'2—  o. 
La  courbe  à laquelle  cette  équation  donne  lieu , se  nomme 
conchoide.  Nicomèdej  qui  en  est  l’inventeur,  s’enservit  pour 
la  résolution  du  problème  de  deux  moyennes  proportion- 
nelles ( Hist . des  Math.j  par  Montucla,  tom.  I.  p.  255.).  Il 
est  visible  que  la  droite  CB  est  l’asymptote  de  cette  courbe. 

Le  problème  dont  nous  parlons , et  qui  fut  célèbre  dans 
l’antiquité,  est  maintenant  de  peu  d’intérêt  pour  les  géo- 
mètres: considéré  numériquement,  sa  solution  dépend  sim- 
plement de  la  résolution  d’une  équation  du  3*  degré  à deux 
termes.  En  voici  une  solution  géométrique. 

Soient  a,  b les  deux  lignes  entre  lesquelles  on  veut  insé- 
rer les  deux  moyens  proportionnels  x,y,  on  aura 

a x II  x l y II  y b, 

d’où  l’on  tire  les  deux  équations  suivantes, 

Xt  — ay~  o,  y*  — bx=o,  (1) 

qui  donneraient  les  lieux  de  deux  paraboles;  mais  en  les 
ajoutant,  on  obtient 

y*  -J-  — ay  — bx  = o.  (2) 

Si,  donc  les  axes  des  coordonnées  sont  rectangulaires,  on 
aura  les  lignes  x,y  cherchées , par  les  intersections  de  l’une 
des  paraboles(i),et  du  cercle  dont  l’équation  est  (2).  Telle 
est  l’une  des  solutions  géométriques  les  plus  simples  que  l’on 
puisse  donner  à ce  sujet. 

On  voit,  par  cet  exemple,  qu’une  combinaison  bien  simple 
des  équations  (i)  a donné  lieu  à une  autre  courbe  suscep- 
tible d’être  employée  dans  la  solution  cherchée.  On  a déjà 
eu  occasion  aux  n°*  85  et  102,  de  s’assurer  qu’il  suffit  quel- 
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#5  uc  foi  s d'opérer  d’une  certaine  manière  sur  les  formules 
données  immédiatement  par  les  conditions  d’un  problème, 
pour  en  obtenir  d’autres  qui  offrent  des  constructions  simples 
et  élégantes,  ou  qui  applanissent  les  difficultés  de  l’élimi- 
nation. 

rROBiiaus. 

107.  QFig.  79-]  Trouver  £ équation  de  la  courbe  A MC  dont 
la  propriété  est  telle  que,  si  ayçnt  décrit  sur  une  droite 
donnée  AB  comme  diamètre  , le  demi-cercle  AM’B,  et 
ayant  élevé  par  le  point  B la  perpendiculaire  BN,  on  tire 
par  le  point  A et  par  un  point  quelconque  M de  cette 
courbe,  la  droite  AMN  qui  rencontre  en  M'  la  demi-cir- 
conférence, et  en  N la  droite  BN , on  ait  toujours 
AM-M'N. 

Soit  la  ligne  donnée  AB  = 2 r,  et  x y les  coordonnées 
du  point  M de  la  courbe  proposée. 

Puisque  AM  doit  être  égale  à M'N , quel  que  soit  d’ail- 
leurs l’angle  N AB,  il  est  clair  que  l’on  aura  dans  la  même 
circonstance  AP  = P'B  ; ainsi  AP'  = 2r  — x'.  . 

L’équation  du  cercle  étant  y*—  2.rx?—x*,  lorsque  l’ori- 
gine est  au  point  A de  la  circonférence;  on  aura  ; pour  le 
point  M , 

y*  — 2 r (ir  — *')  — ( 2r  — )*., 

et  l’équation  de  la  droite  AN  deviendra , pour  le  même 
point , 


Carrant  celle-ci , et  égalant  son  second  membre  à celui  de  l’é- 
quation précédente, on  aura,  réduction  faite, 

y*(ar— x1)—  *'3  = o. 

C’est  la  cissoide  dont  Dioclès  fit  usage  pour  résoudre  le 
problème  de  la  duplication  du  cube  : problème  qui  a été 
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traité  au  n°  170  de  V Applicat.  de  l'Alg.  à la  Géom.  de 
M.  Lacroix. 

Nous  parlons  de  ces  espèces  de  courbes , afin  de  faire  voir 
que  l'analyse  s’applique  à toutes  les  questions  possibles  de 
Géométrie,  et  dans  la  vue  de  donner  une  idée  des  moyens 
ingénieux  que  les  géomètres  anciens  avaient  imaginés  pour 
résoudre  synthétiquement  des  problèmes  qui  étaient  pour 
eux  d’une  grande  difficulté , parce  que  l’Algèbre  leur  était 
inconnue. 

PROBLÈME. 


108.  [Fig.  80.]  Quatre  règles  AM',  Am',  M'M",  m'M' 
étant  attachées  ensemble  en  forme  de  parallélogramme , 
de  manière  qu’elles  aient  la  liberté  de  tourner  autour  de 
leurs  angles  comme  charnières  ; et  les  règles  m'M" , M'M* 
étant  alongées  des  parties  mm' , MM'  respectivement 
égales  aux  règles  Am',  AM',  déterminer  la  nature  des 
courbes  qui  seront  décrites  par  lès  points  m , M" , lorsque 
le  système  tournant  autour  du  point  A comme  pivot,  le 
point  M parcourra  une  courbe  connue. 


Soit  pris  le  point  fixe  A pour  origine  des  coordonnées 
rectangles  AX , AT , et  appelons 


X,  Y, 
Y',  Y', 
X",  Y*, 


les  coordonnées 
des  points 


celles  (m, 
des  points  (m'. 


Faisons  de  plus  AM'  = a , Am'  — a. 


Première  solution.  Il  résulte  d’abord  de  la  construction 
que  les  trois  points  m , A , M sont  en  ligne  droite  ; car  à cause 
des  parallèles  mW,  AM'  et  Am,  MM',  les  angles  mm  A , 
771' AM',  AM'M  sont  égaux;  d’où  l’on  doit  conclure  que 
les  triangles  mm! A,  AM'M  isoscèles  sont  nécessairement 
équiangles.  Donc,  quelle  que  soit  la  position  de  l’instru- 
ment, on  aura  toujours,  entre  les  trois  angles  autour  du 
point  A,  la  relation 
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mkm'  + m' AM' + M'AM  = iq, 


q désignant  ie  quadrant  ou  le  quart  de  la  circonférence. 

Maintenant,  si  l’on  mène  A'M  parallèle  à AP,  et  que 
l’on  prolonge  les  ordonnées  P'M',  P"M*  jusqu’en  N',  N",  le 
sinus  de  l’angle  M'MN'  sera  exprimé  par  le  rapport. .... 


M'N'  P"M"— P'M' 
M'M  M"M'  ’ 


d’où  l’on  tire,  par  l’emploi  des 


■valeurs  algébriques , 

<z(Y'  — Y')  = « (Y' -f  Y).  (i) 

De  même  le  cosinus  de  l’angle  M'MN'  aura  pour  expression , 
N'M  A'N'  — ATS"  . . 

M'M  — M'M'  ’ * amSl  ’ 


a (X'  — X')  = a (X  — X').  (2) 

D’un  autre  côté,  le  triangle  rectangle  M'N'M  donne  cette 
équation, 

(Y'  + Y)*  + (X  — X')1  = a*, 

qui , étant  développée  et  simplifiée , au  moyen  de  la  relation 
fournie  par  le  triangle  AP'M',  se  réduit  à 

X1  -f-  Y*  — aXX*  -»-  aYY'  = o.  (3) 

Cela  posé , si  l’on  résout  les  équations  (i)  et  (2)  par  rap- 
port à Y'  et  X',  on  aura 

_ <*Y"  - a'Y  v,  _ aX"  + a'X 
a + a'  ’ a -f  a'  * 

Ensuite,  si  on  met  ces  valeurs  dans  l’équation  (3),  et  dans 
la  relation  X'*  -+-  Y'1  = a*,  il  viendra 

(a  — a!)  (X2  + Y*)  = ia  (X*X  — Y"Y) , (A) 

(a  X + aX*)*  -f  (aY"  — a'Y)1  = a*  (a  -f  a )\  (B) 

On  obtient , par  rapport  aux  points  m , m,  M*,  des  équa- 
tions analogues  à celles  (A),' (B)  J qui  sont  relatives  aux 
points  M,  M',  M';  et  ilj  suffit  pour  cela  de  changer  dans 
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celles-ci  X en  — x,  Y en  — y,  a en  a , et  vice  versâ;  ce 
qui  donne 

(«'  - a)  (,»  + y ) = - 2a'  (X**  - Y *y)  (A') 

(a'X" — axy  + (a'Y° 4- «y)*  = a'*  (a  + a )*•  (B') 

Ce  changement  est  fondé  sur  ce  que  les  ordonnées  x,y 
sont  respectivement  dans  une  situation  opposée  à celle  des 
coordonnées  X , Y , et  qu’elles  doivent , pour  cette  raison , 
être  affectées  de  signes  différens.  Au  reste,  on  pourra  par- 
venir directement  à ces  derniers  résultats  par  une  marche 
semblable  à celle  que  nous  venons  de  suivre. 

Le  système  d’équations  (A'),  (B')  étant,  à la  différence 
des  signes  près,  le  même  que  celui  qui  est  désigné  par 
(A) , (B) , on  est  en  droit  de  conclure  que  si  le  point  M 
parcourt  une  courbe,  le  point  m en  décrit  une  semblable, 
et  dont  le  rapport  à l’autre  est  comme  a'  a.  Il  est  visible 
en  outre,  que  ces  équations,  étant  jointes  avec  l’équation 
de  la  courbe  parcourue  par  un.  des  points  m,  M",  M,  suffi- 
ront pour  déterminer  la  nature  des  courbes  décrites  par 
les  deux  autres  points;  car,  à cause  des  six  inconnues 
X , Y,  x,y,  X",  Y",  et  de  la  coexistence  de  cinq  équations, 
l’on  arrivera  toujours  , par  l’élimination , à une  équation 
entre  deux  des  inconnues  que  l’on  voudra  considérer.. 

Supposons,  pour  exemple , que  le  point  M parcoure  une 
droite  donnée  par  l’équation  Y = o (c’est,  comme  l’on  sait, 
l’axe  même  des  abscisses);  déterminer  la  courbe  que  décrit 
en  même  temps  le  point  M”. 

Les  équations  (A) , (B)  qui  se  rapportent  au  mouvement 
i du  point  M deviendront , en  y faisant  Y = o , 

(a  — a')  X = 2aX", 

(a'X  + aX’y  + a* Y**  — aJ  (a  + a')*; 
et  en  éliminant  X de  la  seconde , au  moyen  de  sa  valeur  prise 
dans  la  première , on  aura 

a*Y“  + (aX"  + )*  = «’  (a  + a')% 
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d’où  l’ou  tire,  pour  équation  de  l’ellipse  décrite  par  le 
point  M”, 

(a  — a')*  Y ••  + (a  + a')*X"*  = («  + a')*  (a  - a')*. 

Si , dans  cette  équation,  l’on  fait  Y"*  = o,  on  aura  l’expres- 
sion du  demi-petit  axe  de  l’eliipse  pris  sur  AX  : en  y faisant 
au  contraire  X"  = o , on  obtiendra  l’expression  du  demi- 
grand  axe  pris  sur  AY  ; dans  le  premier  cas,  l’on  a 

Xn  t 

= a — a 9 

et  dans  le  second , 

Y "=a+a. 

Il  suit  de  là  que  si  les  deux  axes  m,  n d’une  ellipse  sont 
donnés,  on  trouvera  les  longueurs  des  deux  règles  a,  a, 
de  manière  que  le  point  M parcourant  une  droite,  le  point 
M"  décrive  en  même  temps  l’ellipse  demandée.  En  effet , 
l’on  aurait 

m = 2 (a  -1-  a')  , n = 2 (a  — a ) ; 
et  par  suite, 

m A-  rt  , m — n 

° 4 ’ “ _ 4 

Ce  moyen  très  simple  de  décrire  l'ellipse  par  un  mouvement 
continu,  est  plus  commode  que  celui  qui  consiste  à faire 
tracer  cette  courbe  par  un  des  points  d’une  règle  dont  les 
extrémités  sont  assujetties  à glisser  le  long  de  deux  autres 
règles  faisant  entre  elles  un  angle  quelconque. 

Deuxième  solution.  On  peut,  au  surplus,  en  s’arrêtant  à 
des  considérations  particulières , obtenir  à moins  de  frais 
l’équation  de  la  courbe  décrite  par  le  point  M",  lorsque  le 
point  M parcourt  une  droite  : c’est  ce  que  va  prouver  l’ana- 
lyse suivante. 

Soient  x",  y"  les  coordonnées  de  m°  [ fig.  8i],  et  adoptons 
d’ailleurs  la  même  construction  et  la  même  notation  que 
précédemment,  en  faisant  de  plus  M 'm"  — M'M”  = a. 
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Cela  posé , le  triangle  AftTM  étant  isoscèle , on  a 
AF  = FM , et  AP"  = p" M, 

D’un  autre  côté,  la  courbe  GM7 B étant  évidemment  un 
cercle  dont  le  rayon  est  AM',  on  a entre  les  coordonnées 
du  point  M'  la  relation 


X'1  + Y'1  = o*  ; (m) 

Y"  Y' 

et  parce  que  le  sinus  de  l’angle  M'MA  = a ar  — ~ r 

Y "a 


d’oii 


Y'  = 


a -J-  a 


X'  X" 

que  son  cosinus  ’=  — = ; , 

n a a — a 


d’où 


X'  = 


aX" 


l’équation  (m)  deviendra 

a*X"'  a*Y**  _ , 

(a  —a'Y  + (a+  a')*  ~ ° * 

ou  bien  comme  ci-dessus , 

(a — a')*Y*a  4 • (a  -f  a')*  X"*  = (a  + a')*  (a  — a')*. 

11  n’est  pas  difficile  de  prouver  que  quel  que  soit  l’angle 
AM'M , la  longueur  de  la  droite  MN  est  toujours  égale  à 2a. 

Les  jeunes  mathématiciens,  qui  cultivent  le  dessin  topo- 
graphique, verront  sans  doute  avec  plaisir  que  Je  pro- 
blème que  nous  venons  de  résoudre  d’une  manière  générale  , 
renferme  implicitement  toute  la  théorie  du  pantographe. 
La  nature  de  oet  ouvrage  ne  nous  permet  pas  d’étendre  plus 
loin  ces  considérations;  mais  l’on  peut  consulter  notre 
Traité  de  Topographie , dJ Arpentage  et  de  Nivellement, 
2e  édit.,  sur  ce  qui  a rapport  à la  théorie  et  à l’usage  de 
cet  instrument. 
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109.  Faire  passer  une  courbe  par  plusieurs  points  donnas. 


[Fig.  82.]  Soient 


les  coordonnées  respectives  des  points  connus  , 

M , M',  M",.  M“. 

Il  est  évident  que  puisque  dans  l’énoncé  du  problème 
rien  n’indique  l’espèce  de  courbe  qui  doit  passer  par  les 
points  que  l’on  considère,  on  peut  donner  à volonté  tant  de 
solutions  que  l’on  voudra,  en  faisant  usage  des  courbes  qui 
soient , ou  non , susceptibles  d’être  exprimées  par  des  équa- 
tions; mais  pour  nous  arrêter  aux  solutions  les  plus  aisées  à 
employer,  nous  observerons  avec  Lagrange  : i<  Que  quoique 
» le  cercle  soit,  après  la  ligne  droite,  la  courbe  la  plus 
n facile  à décrire,  elle  ne  l’est  pas  par  son  équation  entre 
» les  coordonnées  rectangles.  Sous  ce  dernier  point  de  vue , 
» on  peut  regarder  comme  les  plus  simples  les  courbes 
» dont  l’ordonnée  est  exprimée  par  une  fonction  entière  et 
» ationnelle  de  Pabscisse,  telle  que 

y s»  A ff-  B» -f-  Car*  -f-  Dx1 

» Ces  sortes  de  courbes  se  nomment  en  général  paraboliques , 
» parce  que  l’on  peut  les  considérer  comme  une  généralisa- 
» tion  de  la  parabole  qui  a lieu  lorsque  l’équation  n’a  q.ue 
» les  trois  premiers  termes.  On  en  a déjà  vu  l’usage  dans  la 
n théorie  de  la  composition  des  équations  (n°  1 72  L.  C.)  ; et 
‘ » leur  considération  est  toujours  utile  dans  la  gradation 
» des  courbes , car  l’on  peut  toujours  faire  passer  une  courbe 
» de  Ce  genre  par  tant  de  points  que  l’on  voudra  d’une 
u courbe  proposée,  puisqu’il  n’y  a qu’à  prendre  autant  de 
» coefficiens  indéterminés  A,B,C,D que  l’on  «*•»- 
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» sidère  de  points,  et  déterminer  ces  coefiiciens  de  maniéré 
» que  les  abscisses  et  les  ordonnées  pour  ces  points  soient 
» données.  Or , il  est  clair  que  quelle  que  puisse  être  la 
,1  courbe  proposée,  la  courbe  parabolique  , ainsi  traitée,  en 
n différera  d’autant  moins , que  le  nombre  des  points  donnés 
» sera  plus  grand , et  leur  distance  moindre.  » 

En  effet,  dans  la  circonstance  actuelle,  on  a entre  les 
coordonnées  des  points  M,  M',  M",  M",  qui  appartiennent 
à la  courbe  parabolique  , les  relations 

fi  = A 4 Bet  + Ca*  4 Du3  +.... 

fi'  = A + Bu'  + Cet'*  + Det'3  +. . . 

fi"  = A 4-  Bu"  4-  Cet'*  4-  Dst"3  +. . 

|S*=  A 4-  B a"  4-  Cet"*  4-  D<*"3  4-.. 

desquelles  on  peut  tirer,  par  l’élimination  ordinaire  au  pre-* 
mier  degré  , les  valeurs  des  coefficiens , A, B,  C , D. . . ; mais 
ces  valeurs  s’obtiennent  encore  avec  plus  de  facilité  par  le 
procédé  suivant. 

Si  l’on  soustrait  les  équations  précédentes  l’une  de  l’autre , 
on  aura 

fi' -fi  =B(«'  — )4-C(a* -et*  H-D(.'3  -et3  H 

/3'— /3"=B(«"— a,)4C(et"*=«'a)4D(- 3— *'3)4.  • • • 
/î"— /3"=B(et"— et")4CC<t"*-et"*)4-D(a"3— *"3)+.  . . , 

Ces  restes  étant  respectivement  divisibles  par  a!  — et , 
u — u',  u 9 — a* , on  obtiendra  pour  qnotiens, 

=B4C(e*,4<*)+D(et'*  + a'<t4-eta)4-... 

et  — — M 

^=4  =B4C(-"  4»  ) 4 D (*.“*+*  u' +*'*)+  ■ • . 

.*»—*» 

F-fi" 


(Q) 


= B4C(«"4«,)  + D(*"‘4--,V  + «"*)+•• 


Les  valeurs  des  fractions  qui  composent  les  premiers 
membres  de  ces  équations  sont  connues;  ainsi , faisons  pour 
abréger  , 


Digitized  by  Google 


Dlî  GEOMETRIE. 


f!  - fi  _ fi"  - fi'  _ , 
* — * “ 7 * — 7 ; 

On  trouvera  de  cette  manière 

y — y 


2^1 


fi" 


fi" 


JW  U 

et  — « 


(Q')  ~r~  = c + d (.*  + «'  + «) . 


y — y 


C -+-  D (a*  -f-  a."  -J- 


Soient  de  même , pour  abréger , 


y — y 


= 


y — y 


-r  = r..., 


on  trouvera 


F — 1 

s = D. . . . et  ainsi  de  suite. 

CL  — « fit 

On  voit  par  là  que  les  valeurs  des  coefliciens  A , B , C , D . . . 
s’obtiennent  à partir  des  dernières.  Pour  donner  un  exemple 
de  cette  détermination,  supposons  que  l’équation  précé- 

dente  soit  terminée  à y— 7 = C,  ou,  ce  qui  est  de 

même , que  l’on  n’ait  que  trois  points  donnés  M , M',  M", 
auquel  cas  l’équation  proposée  sera 

y = A -f-  Bx  + Gr*; 
et  les  quotiens  (Q) , (Q')  se  réduiront  à 
fi'  — fi 


~ — B-f-C(a'-f-a)  = y, 
£=7  = B + C («•  + «') 


(0 


y — y 


= C = «fc 


a.  — et 

Substituant  la  valeur  de  C dans  l’équation  (i)  , on  aura 

/ B — y — i'jL  — J'at. 
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Substituant  de  même  les  valeurs  de  C et  de  B dans  l’êqua- 

tion  ‘ . 

/S  “ A Ba  -f-  C aa, 

on  aura  , après  avoir  réduit , 

A = /3  — + cTsta' ; , 

en  mettant  ces  valeurs  de  A , B , C dans  l’équation  propo- 
sée , il  viendra , 

y— fi- f-y  (a;  — <0  + <T(ar  — a)  (x — a')- 
Le  même  artifice  de  calcul , employé  dans  la  détermina- 
tion d’un  plus  grand  nombre  de  coefficiens conduirait  à 
cette  formule  plus  étendue , et  dont  la  loi  est  facile  à saisir , 

y=/3+y(*— *)-RC*— “)(*— »0(*— *')  • • • 

Lagrange,  qui  rapporte  cette  solution  d’après  Newton 
( Cahiers  de  l'Ecole  Normale ) , observe  que  l’on  peut  par- 
venir à un  plus  grand  degré  de  simplicité  par  la  considéra- 
tion suivante  : * . . 

« Puisque,  continue  cet  illustre  géomètre,  y doit  deve-  v 
» nir  fi  , fi! , fi” . ...  lorsque  x devient  * , <*',  a." .. . il  est 
» aisé,  de  voir  que  l’expression  de  y sera  de  cette  forme , 
y A!  fi  -f-  B'/S'  -f-  G'  fi"  -f- . . . . 

» où  les  quantités  A',  B',  C' . . . . doivent  être  exprimées 
« en*,  de  manière  qu’en  faisant  *=a,  on  ait  A'=  i , 

» B' = o,  C = o. . . . que  de  même  en  faisant  x = et,  on 
» ait  A'=o,  B'  = i,  C =0.4 . qu’en  faisant  x = et",  on 
» ait  pareillement  A'=o , B'  = o , C'=  i . . . ainsi  de  suite  j 
« d’où  il  est  facile  de  conclure  que  les  valeurs  de  A',  F, C ... , 

» doivent  avoir  la  forme 

C*  - « ) (*  - «*)  (*  - O 

(a  — a')  (rt  — a")  (et— ■ et*  ) 

(*—*)(*  — a")  (*  — <*") 

(et'~  «t)  (a'  — a")  (a'  — a") 

(*  — *)  (*  — a')  (■*  — «*) 

(V-  a)  (et"-  «')  (a'-  a*) 
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>»  en  prenant  autant  de  facteurs  dans  les  numérateurs  et 
” dans  les  dénominateurs,  qu’il  y aura  de  points  donnés 
« de  la  courbe  moins  un.  » 

” Celte  dernière  expression  de  .y,  quoique  sous  une  forme 
n différente  de  la  première,  revient  cependant  au  même, 
« comme  on  peut  s’en  assurer  par  le  calcul , en  dévelop- 
» pant  les  valeurs  »,  i',  ...  et  ordonnant  les  termes 

» suivant  les  quantités  fi , fi',  a" . . . . mais  elle  est  préfé- 
” rable  Par  ,a  simplicité  de  l’analyse  sur  laquelle  elle  est 
” fondée,  et  par  sa  forme  même  qui  est  beaucoup  plus  com- 
” müde  le  calcul.  Il  suit  de  là  que  l’on  pourra  con- 
« struire  géométriquement  tant  de  termes  intermédiaires 
n que  l’on  voudra  d’unesérie  quelconque  composée  de  plu- 
« sieurs  termes  : ce  qui  est  fort  utile  pour  remplir  les  la- 
» cunes  qui  pourraient  se  trouver  dans  des  suites  d’obser- 
» valions  ou  d’expériences , ou  dans  des  tables  calculées  par 
» des  formules  ou  des  constructions  données,  n et  c’est  en 

quoi  consiste  la  méthode  d‘ interpolation. 

La  valeur  générale  de  .y  trouvée  ci-dessus,  en  premier 
lieu,  se  met  sous  une  autre  forme  qu’il  est  utile  de  con- 
naître, lorsque  les  valeurs  et,*',  et'. . . sont  équidifférentes  : 
c’est  ce  que  nous  allons  faire  voir  en  peu  de  mots. 

Supposons  *—a—h,  on  aura  d’abord,  en  vertu  de 
l’hypothèse  présente, 

*=cL  + h,  &"  = *+2h,  a"r=ct-f-3/i , etc.; 
et  faisons  de  plus  x = a -f-  h’,  on  aura  ensuite 
x—et  = h’,  x et'  = h’ — h , x — etu  =z  h'  — ih  , etc. 
Maintenant,  si  pour  abréger,  l’on  pose 

$'—fi=Afi,  fi''-fi'=A^',  /T  — /3»=A/8"j  etc- 
II  en  résultera,  d’après  ce  qui  précède, 


i6.. 


V • ; 

Mf. 
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Enfin,  si  l’on  désigne  par  la  caractéristique  A les  diffé- 
rences premières  des  ordonnées,  par  A1  les  différences 
secondes  ou  les  différences  des  différences  premières  de  ces 
mêmes  lignes,  par  A3  les  différences  troisièmes  ou  les  dif- 
férences des  différences  secondes  et  ainsi  de  suite,  on  trou- 
vera, avec  un  peu  d’attention, 


_ A/3  A’/3 

y~  h ’ I .2/*“’  *_ 


A3j8 

1,2.3  h3 


, etc. 


et  par  suite 
y=/3+*  A/3+ 

_y_p-rÂ  np-f  h^h  h^h:Zh  “ '•  + ••• 


Telle  est  la  formule  d’interpolation  la  plus  usitée  dans  les 
calculs  géodésiques  et  astronomiques  ; elle  résulte  d’une 
théorie  très  importante  exposée  dans  l’Appendice  au  Traité 
élémentaire  de  Calcul  différentiel  et  intégral  de  M.  Lacroix  ; 
. mais  l’on  y parvient  si  directement  par  la  méthode  analy- 
tique précédente,  que  nous  avons  jugé  convenable  de  la 
rapporter  ici , à cause  de  son  utilité. 
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TROISIÈME  SECTION. 

GÉOMÉTRIE  A TROIS  DIMENSIONS. 


CHAPITRE  PREMIER. 

De  la  Polyédrométrie. 


1 1 o.  Lorsque  les  Géomètres  se  furent  occupés  de  la  re- 
cherche des  propriétés  des  figures  planes  rectilignes,  ils  ne 
tardèrent  pas  à découvrir  plusieurs  théorèmes  remarquables 
sur  les  polyèdres;  néanmoins,  cette  partie  de  la  géométrie 
des  solides,  dans  laquelle  on  considère  les  diverses  relations 
qui  existent  entre  les  angles  dièdres  et  leurs  faces,  est 
encore  trop  peu  avancée  pour  former  une  doctrine  com- 
plète. Je  ne  m’attacherai  donc,  comme  dans  le  Ier  chapitre 
de  la  deuxième  section  , qu’à  faire  connaître  quelques-uns 
des  théorèmes  élégans  que  l’on  doit  à MM.  Lliuilier  et  Car- 
not. Quant  aux  propositions  que  l’on  a coût  urne  de  considérer 
dans  les  élémens,  et  qui  se  rapportent  à la  Polyédrométrie, 
on  en  trouvera  l’analyse  détaillée  dans  la  Géométrie  de 
M.  Legendre. 

LEMME. 

Si  l’on  projette  une  surface  plane  sur  un  autre  plan  , par  des 
perpendiculaires  à celui-ci  , la  projection  de  cette  surface 
sera  égale  à son  aire  multipliée  par  le  cosinus  de  l’angle  des 
deux  plans. 

Ainsi , soiental’aire  projetée,  à sa  projection  orthogonale, 
et  f l’angle  des  deux  plans  ; on  aura 
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» b ■=  a cos  ô,  ou  A=  a cos  («,  £>) , 

en  désignant  l’angle  dièdre  0 par  (a,  b). 

Je  ne  donnerai  point  la  démonstration  de  ce  lemme,  parce 
qu’elle  se.  trouve  dans  les  ouvrages  'élémentaires  auxquels 
’ celui-ci"  se  rattache;  niais  je  tirerai  pour  conséquence  de 
çette  proposition  le  théorème  suivant  : 

• • 

TIléORÈME. 

1 1 1.  L’aire  de  l’une  des  faces  cf  un  polyèdre  quelconque  est 
égale  à la  somme  des  aires  de  toutes  les  autres  faces 
multipliées  par  le  cosinus  de  l’angle  qu  elles  forment  avec 
le  plan  de  projection. 

Soient  a j bjCjd les  aires  des  faces  d’un  polyèdre  ; 

on  aura,  en  vertu  du  lemme  précédent,  et  en  prenant  suc- 
cessivement chacune  de  ces  faces  pour  plan  de  projection , 

a — b cos  {a, b)  +c  cos  (a,c)  +</  cos  (a,  d). . . .•) 
b ==  a cos  (b,  a)-j-  c cos  (è,c)4-  d cos  (A  ,d). . . . >.  (A) 
c = a cos  (c,  à)  +■  b cos  (c , A)  -f-  d cos  (c , d) . . . . ) 


Les  angles  (a , b) , (a , c) désignant  les  angles  dièdres 

intérieurs  du  polyèdre, 

TIlioRÈME. 

U 2.  Si  fon  nomme  base  d’un  polyèdre  une  quelconque  de 
ses  faces  j le  produit  d’une  face  par  le  sinus  de  son  incli~ 
liaison  sur  la  base  j est  égal  à la  somme  des  produits  de 
chacune  des  autres  faces  par  le  sinus  de  son  inclinaison, 
sur  la  base  j et  par  le  cosinus  de  l’angle  formé  par  les 
communes  sections  du  plan  de  la  base  avec  la  première 
face  et  avec  celle  des  faces  restantes  qui  est  prise  comme 
facteur.  * 

Multipliant  successivement  les  deux  membres  de  la 
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prrinjère  des  équatious  (A)  du  nu  précédent  par  les  cocfli- 
ciens  de  a dans  les  suivantes,  et  ajoutant  les  produits  aux 
membres  correspondons  de  ces  dernières,  on  trouvera  pour 
résultats  independans  de  la  face  a, 

b sin*  (a,  b)  — c [cos  (6,  c)  -f-  cos  («,  b)  cos  ( a , c)] 

. + ci  [cos  (6 , d ) + cos  (a , b ) cos  (o , c/)] , 


c sin*  {a,  c)  — b [cos  {b , c)  -f-  cos  (a , b)  cos  (a , c)] 
-f-  d [cos  (c,  d)  + cos  (« , c ) cos  (a , </)]  , 


et  ainsi  de  suite. 

Maintenant,  si  l’on  désigne  par  fiay  l’angle  formé  par 
les  deux  communes  sections  du  plan  de  la  base  a avec  cha- 
cune des  faces  b,  c;  et  qu’on  adopte  une  dénomination 
pareille  relativement  aux  autres  faces , on  aura , à cause  de 
cos(£,c)-j-cos(a,  b)  cos  (a,c)  = sin(a,&)  sin  (a,c)  cos  O3*}')  > 
( Trigonom.de  M.Legcndre,art.8i)  ,les  équations  suivantes  : 

b sin  (ti,b)~c  sin  (a,c)  cos  + d sin  (flfil)  cos  (/3^-J-etc. 

c sin  (a  fi)  — b sin  {a, b)  cos  ( J3*y ) -4- (/sin  (a,d)cos(y*ï  -(-etc. 


ce  qu’il  fallait  prouver. 


THÉORÈME. 


1 13.  Dans  tout  polyèdre  le  carré  de  la  moitié  de  sa  surface 
est  égal  à la  so/§me  des  produits  de  toutes  les  faces  mul- 
tipliées deux  à deux j et  par  le  carré  du  cosinus  de  leur 
demi-  inclinaison. 


Cette  propriété  se  reconnaît  d’abord  ',  car  si , apres  avoir 
multiplié  chacune  des  équations  du  n°  in  par  son  premier 
membre , on  ajoute  ensemble  toutes  ces  équations , et  qu’aux 
deux  membres  de  l’équation  résultante  on  ajoute  encore  le 
double  produit  de  toutes  les  faces  prises  deux  à deux , ou 


*1 


i 
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* , i-f-cos(«,  ô) , . / JLN 

aura,  à cause  de  — — — — cos  ; (a,o),  etc....... 

l’équation  suivante , 


(- 


ci  -f-  b -f-  c -f- . 


= ab  cos3  i {a,b)  + nc  cos3 { (a , c) 
+ ad  cos*  j (a,  d)  -+•  etc. . . 


qui  est  précisément  la  traduction  analytique  de  l’énoncé  du 
théorème. 

THÉORÈME. 

1 1 4-  La  somme  des  carrés  de  toutes  les  faces  d’un  polyèdre , 
est  égale  au  double  de  la  somme  des  produits  de  toutes  ces 
faces  multipliées  deux  à deuxj  et  par  le  cosinus  de  l’angle 
dièdre  qu’elles  comprennent.  ' , 

En  effet,  si  l’on  multiplie  les  deux  membres  des  équa- 
tions (A)  du  n°  ni,  respectivement  par  a , b , c,  d. .,  ., 
et  qu’on  ajoute  tous  ces  produits , on  aura,  comme  le  .porte 
l’énoncé  du  théorème , 

a%  - j-  6“  -f-  c3  -f-  d1  -J-. . . . = 2 ab  cos  {a, b)  -f-  lac  cos  (a,c) 
-f -2  ad  cos  (a,d)  -f-  %bc  cos  ( b , c) 
-+•  etc. .... 

Ainsi,  les  polyèdres  jouissent,  par  rapport  à leurs  faces 
et  aux  angles  qu’elles  forment , de  la  même  propriété  que 
les  polygones  à l'égard  de  leurs  côtés  et  des  angles  qu’ils 
comprennent  (n°  34)-  Cette  remarque  s'étend  au  théorème 
suivant.  * 

THÉORÈME. 


1 15.  Dans  tout  polyèdre  le  carré  d’une  face  est  égal  à la 
somme  des  carrés  des  autres  faceSj  moins  deux  fois  la 
somme  des  produits  de  toutes  ces  autres  faces  multipliées 
deux  à deuxj  et  par  le  cosinus  de  l’angle  dièdre  qu’elles 
comprennent. 

• . • , 

Opérant  comme  dans  le  n°  34 , on  a sur -le-  champ 
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aa=à*-f-  . . — 2[6ccos  ( b,c ) -f-  bd cos  (à,  <f)  + . . 

Ainsi,  pour  la  pyramide  triangulaire  qui  est,  parmi  les 
polyèdres,  le  corps  le  plus  simple,  on  a 

aa=6*-f  c’-fcP — 2 [bc  cos  (b,  c)  ~j~bd cos  (b,  d)-\-cd  cos  (c/f)]. 

Mais  lorsqu’un  des  angles  trièdres  est  formé  de  trois 
angles  droits;  par  exemple,  lorsque  les  faces  b,c,  d sont 
des  triangles  rectangles,  les  angles  dièdres  [b,  c)  , ( b,d ), 
(c,  d)  sont  droits,  et  pour  lors  l’expression  précédente  se 
réduit  à 

a*  = A*  -f  c*  + d1  ; 


c'est-à-dire,  que  dans  un  tétraèdre  rectangle  le  carré  de  la 
face  opposée  à l’angle  trirectangle  est  égal  à la  somme  des 
carrés  des  trois  autres  faces  ; propriété  analogue  à celle  du 
triangle  rectangle. 

DeGua,  dans  les  Mémoires  de  Y Académie  des  Sciences  j 
année  1783,  avait  déjà  démontré  ce  cas  particulier;  mais 
MM.  Lliuilier  et  Carnot  sont  les  premiers  qui  l’aient  géné- 
ralisé, l’un  dans  sa  Polyèdromélrie  ( Mémoires  présentés  à 
l’Institut  par  les  savans  étrangers , tom.  I),  l’autre  dans  sa 
Qèométrie  de  position.  On  trouvera,  dans  le  premier  ou- 
vrage , le  développement  du  procédé  à suivre  pour  déterminer 
la  somme  des  produits  d’un  nombre  quelconque  de  masses 
par  les  carrés  de  leurs  distances  à un  point  quelconque. 
C’est  encore  M.  Lliuilier  qui  a démontré  ( Mémoires  de 
Berlin  j année  1786)  ce  théorème,  savoir  : si  d’un  point 
pris  dans  l’intérieur  d’un  polyèdre  on  abaisse  des  perpen- 
diculaires sur  ses  faces , et  que  sur  ces  perpendiculaires  on 
prenne , depuis  ce  point , des  droites  qui  soient  entre  elles 
comme  ces  faces  j ce  point  sera  le  centre  commun  de  gravité 
de  poids  égaux  placés  aux  extrémités  de  ces  peipendicu- 
laires. 

Ces  propositions  peuvent  être  traitées  avec  assez  de  sim- 
plicité en  faisant  usage  des  principes  de  la  Polvédromctrie. 
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CHAPITRE  IL 

Des  équations  du  point,  de  la  ligne  droite  et  du  _ 
plan,  considérés  dans  l’espace ; et  de  quelques 
propriétés  des  projections. 


1 16.  Je  n’énoncerai  ici,  comme  dans  le  chapitre  2 de  la 
II*  section,  que  la  plupart  des  propositions  préliminaires 
relatives  à la  ligne  droite  et  au  plan,  parce  qu’elles  se 
trouvent  résolues  dans  1 ’ Appendice  à l’application  de  l’Al- 
gèbre à la  Géométrie  de  M.  Lacroix.  A défaut  de  cet  ou- 
vrage , on  peut  voir  aussi  sur  cette  matière  la  rre  partie  de  la 
Géométrie  analytique , par  MM.  Monge  et  Hachette,  ou 
le  Traité  analytique  des  courbes  et  des  surfaces  du  premier 
et  du  second  degré,  par  M.  Biot , etc. 

Un  point  est  donné  dans  l’espace  par  ses  distances  à trois 
plans  coordonnés,  et 

x — tt,  y — £,  s = y 

sont  les  équations  de  ce  point.  Deux  d’entre  elles  appartien- 
nent à sa  projection  sur  un  des  plans  coordonnés;  les  deux 
premières , par  exemple , déterminent  la  projection  du  point 
sur  le  plan  des  xy. 

Il  est  évident  que  les  équations  précédentes  sont  aussi 
celles  de  trois  plans  respectivement  parallèles  aux  plans  des 
y z , xz , .ry.  Le  point  proposé  est  donc  le  sommet  de  l’an- 
gle trièdre  que  les  trois  premiers  plans  font  entre  eux  ; 
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cette  conséquence  est  encore  vraie  par  rapport  à des  plans 
coordonnés  obliques.  # 

En  général,  les  points  de  l’espace  seront  rapportés  à des 
coordonnées  positives,  à moins  que  quelque  circonstance 
particulière  n’exige  le  contraire. 

1 1 7.  Si  deux  points  ont  respectivement  pour  coordon- 
nées rectangulaires  xyz ,<k' ÿ z , leur  distance  sera  exprimée 
par 

✓ (*— O'+fr—  y )•+(*— 

ainsi  l’équation  de  la  surface  de  la  sphère,  rapportée  de 
meme  à des  coordonnées  rectangulaires , est 

(*-  *).  + _ fiy +(*->)•  = R*  ; . 

R dénotant  le  rayon,  et  et,  fi,  y étant  les  coordonnées  du 
centre.  Il  est  évident  que  lorsque  l’origine  des  axes  est  à ce 
point , on  a seulement 

**  + a*  = R*  ; 

telle  est  l’équation  la  plus  simple  de  la  sphère. 

1 18.  Une  droite  est  déterminée  par  les  équations  de  deux 
plans  projetans  qui  la  contiennent  ; ainsi 

x — az-t-tt,  y bz-{-  1 3 

fixent  cette  droite  dans  l’espace. 

De  ces  deux  équations,  il  résulte  une  troisième  que  l’on 
obtient  en  éliminant  z,  et  qui  appartient  àla  troisième  pro- 
jection de  la  droite  sur  le  plan  des  xy. 

1 19.  Une  droite  qui  passe  par  un  point  donné  x'y'z  , a 
pour  équations 

*— *'  —a  (s—  z ),  y — y —b  (z  — 2'  ). 

En  l’assujettissant  à passer  par  un  autre  point  x”y'z" , 
ces  équations  deviennent 

x —x  P=a(;  —5  ),  y — y =é(s  — •=  ), 
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et  détermiaent  conséquemment  les  constantes  a,  b\  alors 
on  % 

X X 1* — * J.  v — y = . 

x 

Deux  droites  sont  parallèles  dans  l’espace  lorsque  les  in- 
tersections de  leurs  plans  projetanj  avec  les  plans  coordon- 
nés sont  elles-mêmes  parallèles;  d’où  il  suit  que  si 
x — az  -j-  a,  y — bz  $ 
sont  les  équations  de  la  première  droite , 
xz=zaz-\-a! , y = bz~^fi' 
seront  celles  de  la  seconde. 

r - 

120.  Deux  droites,  qui  ont  pour  équations  aux  coordon- 
nées rectangles 

x = az  -{-  cl  , 1 ( ï = tt'j+ï', 

y = bz  + / S,/  Ct  \ y = Uz'+t, 

et  qui  se  coupent  dans  l’espace,  forment  un  angle  V,  dont 
le  sinus,  le  cosinus  et  la  tangente  sont  respectivement 

y/(a—  a'y -f  (&—  b'y+~( ab'—dby 


sin  V = 


cos  V = 


l/Ci+a’  + ù1)  (i+a'a+ù,a) 

i -f”  cto!  -f-»  hl) 


1/(1  -f-a’  + Z,’) 

V(a  — a'y  + {b-vy-^T^Tbÿ 

° ~ i+aa+bb’ 

Lorsque  cet  angle  V est  drtnt , on  a cos  V =:  o , et  par  con- 
séquent 

i + ad  -f  bb'  = o. 

Si  l’une  de  ces  droites , la  seconde , par  exemple , coïncide 
avec  l’axe  des  z , dont  les  équations  sont  x — o , y = o., 
on  aura  a'  = o,4'  = o;  et  en  désignant  par  Z l’angle  que 
la  première  droite  fait  avec  cet  n\c,  on  obtiendra 
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» * 

y i -+-  o*  + ù” 

De  même,  si  Y et  X sont  les  angles  que  cette  droite  fait 
ayec  les  axes  des  y et  des  x,  on  aura 

b 

co  s Y = — , co  s X = ■ 


y i + a'+  6* 


Il  suit  de  là  qu’en  ajoutant  les  carrés  de  ces  trois  dernières 
équations,  l’on  parviendra  à cette  relation  remarquable, 

cos”  X + cos”  Y -f  cos”  Z = i , 

laquelle  consiste  en  ce  que  la  somme  des  carrés  des  cosinus 
des  angles  qu’une  droite  fait  avec  les  trois  axes  rectangles , 
est  égale  auparri  du  rayon. 

Si  par  l’origine  des  coordonnées,  considérée  comme  le 
centre  d’une  sphère,  on  menait  deux  autres  droites  respec- 
tivement parallèles  à celles  dont  il  vient  d’être  question , le» 
équations  de  ces  droites  seraient 


y=bz,  y=b't-, 

et  si  l’on  désignait  par  xys , x'y'z,  les  coordonnées  des 
points  où  ces  mêmes  droites  percent  la  surface  de  la  sphère, 
dont  nous  supposerons  le  rayon  =’i , on  aurait  nécessaire- 
ment 


x 
z : 


' b =■?,  b'  = ÿ;  - > 

par  suite,  enfin  , 

cos  V = xx  -f- yy'  -f-  zz  , 

à cause  de  .v*  -4*  y*  + z*  = i et  de  ~h  y'*  -f-  z'*  = i . 
i2i.  Lorsque  deux  droites  sont  dans  un  même  plan,  on 
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a nécessairement  entre  les  constantes  qui  entrent  dans  leu» 
équations  (n°  1 20),  la  relation 

(a'— a)  {b' — b ) — {fi'  —fi)  (a — a)  = o. 

122.  L’équation  générale  du  plan  est  , 

Ax  -J-  By  4"  C2  4 D = o j 

et  comme  on  peut  lui  donner  la  forme  suivante  : 
z — ax  + by+c, 

sans  lui  rien  ôter  de  sa  généralité , il  s’ensuit  que  des 
quatre  constantes  A,  B , C,  D,  trois  seulement  sont  néces- 
saires pour  particulariser  ce  plan.  On  pourra  donc , daus  les 
applications,  égaler  à l’unité  un  de  ces  coefliciens,  ou  bien 
le  déterminer  par  des  conditions  particulières  ; le  plus  sou- 
vent on  les  conserve  tous  quatre , afin  de  rendre  les  calculs 
plus  symétriques. 

On  obtient  les  équations  des  lignes  suivant  lesquelles  un 
plan  rencontre  les  plans  coordonnés , en  faisant  successive- 
ment z = o,y=o,x  = o,  dans  l’équation  de  ce  plan.  Ces 
lignes  d’intersection  se  nomment  aussi  les  traces  du  plan 
proposé  sur  ceux  des  xy,  xz , y z. 

S}  un  plan  est  assujetti  à passer  par  trois  points  xy. z> 
x"y"z  , xmymz",  son  équation  générale  fournira  les  relations 
suivantes:  ^ 

Ai  4~  B y 4 C z -f"  B — o , 

Ax"  4-  By"  4 Ca"  -f-  D = o , 

* Ax"  -f-  By*  4 C z"  D = o j 

** 

et  de  là  on  tire  aisément 

A = V (y"  - y")  4 *"  O*  - /)  4 (/  - Y) , 

B = x'(z"  — zm)  4 *'(*•  — z')  4 xm(z'  — z"), 

C = y'(x"  - x")  4 y"{x-  - x')  4 y‘{x'  - x"), 

D = x'  (y  V -y  V)  4*"  (y"z'  -y'z“)  4 (/*"  -/*'). 

En  soustrayant  la  première  des  équations  précédentes  de 
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l’équation  générale  A.v  -f-  By  +Cs  -f-  D = o , on  a 

A ( * — *'  ) + B (y  — y'  ) + c ( = “ z'  ) = 

C’est  celle  d’un  plan  passant  par  un  point  donné  xÿ z . 

Il  est  remarquable  que  si  t,  f',  t’  sont , sur  les  plans  des 
xy , xz,yz,  les  aires  des  projections  du  triangle  formé  par 
les  droites  qui  joignent  deux  à deux  les  points  donnés , on 
aura 

t=\C,  ï = i B,  t"=\  A; 

et  que  si  V désigne  le  volume  du  tétraèdre  qui  a pour  base 
ce  triangle , et  dont  le  sommet  est  à l’origine  des  coordon- 
nées, on  aura  en  outre, 


c’est  ce  qui  sera  démontré  au  n°  173,  en  analysant  les  pro- 
priétés de  la  pyramide  triangulaire. 

123.  Deux  plans  ou  deux  surfaces  quelconques  qui  se 
fcoupent  , ont , à leurs  points  Ld’intersection  , les  mêmes 
coordonnées;  d’où  il  suit  que  si  , de  leurs  équations  qui 
ont  lieu  en  même  temps,  on  élimine  une  des  variables , le 
résultat  sera  l’équation  de  la  projection  de  lu  ligne  d’in- 
tersection des  deux  surfaces  sur  le  plan  désigné  par  les  deux 
autres  variables. 

Deux  plans  qui  sont  parallèles  ont , sur  les  plans  coor- 
donnés, leurs  traces  respectivement  parallèles  : ainsi , lorsque 
les  équations  de  ces  plans  sont 

Ax  By  -f-  Cs  -f-  D = o , A'x  -J-  By  -f-  C'z  -f-  D'  = o, 
on  a,  pour  les  conditions  du  parallélisme, 

A _ A.'  _B  __  A _ A' 

C C ’ C — C'  ’ B B'  ’ 

dont  une  d’elles  est  nécessairement  comjiortéc  par  les  deux 
autres. 

124- Une  droite  est  perpendiculaire  à un  plan  lorsque 
les  projections  de  cette  droite  sont  perpendiculaires  aux 
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traces  de  ce  plan  ; d’où  .il  suit  que  si , en  supposant  les 
plans  coordonnés  rectangulaires, 

x = a:  a , y = bs  - f-  /3 

sont  les  équations  de  la  droite , et 

A*  -f  By  +Ca  -f  D = o , 

l’équation  duplan  , on  aura  , pour  les  conditions  de  la  per- 
pendicularité , 


par  conséquent  l’équation  du  plan  deviendra 
ax  + by  + * + ^ = °* 

Pour  trouver  la  longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée 
d’un  point  donné  sur  un  plan  connu,  soient  x'  y'  z'  les  coor- 
données de  ce  point:  les  équations  de  la  perpendiculaire 
seront  * 

A R 

* — * = £-(*—  *)>  y — y — ç(«— *); 

d’un  autre  côté , la  longueur  P de  cette  perpendiculaire  aura 
pour  expression 

p=  \/(x- x'y  +(y-yy+(z- / y , 
xyz  étant  considérées  comme  les  coordonnées  rectangles  de 
son  pied.  Mais  en  substituant  pour  x — *'  et  y — y leurs 
valeurs  ci-dessus , il  viendra 

P i/Âî+BT+C*  ; 

Li 

et  comme  à l’équation  du  plan  on  peut  donner  la  forme 
— aO+Bty— j/)-f-C(s — ‘z')-f-Ax'+By,4-Cz'-f  D=o , 
on  obtiendra , ett  éliminant  x — x'  et  y — y , 
z — z'  Ax'  -f-  Bv'  4-  Cz'  + D 


*5} 


P = ± 


. 
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I)e  là  il  est  aisé  de  conclure  que 

à.x  -f-  B 'y'  -f-  Çz'  -(-  J) 

l/A2  + b*  ’ 

le  signe  supérieur  ayant  lieu,  si  l’on  veut,  pour  le  cas  oh 
la  perpendiculaire  est  au-dessus  du  plan  ,et  le  signe  inférieur 
pour  le  cas  ou  elle  est  au-dessous. 

125.  Si  les  équations  de  deux  plans  sont 

Aar  + By-f  Cz  + D=o,  A'*  -f  Ky  + C'a  -f.  Jf  — 0> 

et  que  V désigne  l’angle  qu’ils  forment,  on  aura,  en  sup- 
posant toujours  les  plans  coordonnés  rectangulaires, 

AA'  -f-  BB'-f-CC' 


COsV  : 


(»*) 


|/A*  + B-  + C1  V/rr+B7ï+C7‘> 

Dans  le  cas  où  ces  deux  plans  sont  perpendiculaires  entre 
eux,  on  a cos  V — o,  et  pour  lors 

AA'  + BB'  + CC'  = o. 

Lorsque  l’un  de  ces  plans  est  le  plan  même  des  xy,  dont 
1 équation  est  a = o,  on  a A'=o,  B'  =o,  C'  = i et  D'=0 
et  partant , pour  le  cosinus  de  l’angle  p que  [l’autre  plan 
fait  avec  celui-ci,  1 

C 


cos  P = 


(O 


On  aura  de  même  pour  le  cosinus  de  l’angle  p qu’U  fait  avec 
le  plan  xz, 

cos  p'  — — - ** 

V A*  -+■  Ba  C*  ’ 

et  pour  le  cosinus  de  l’angle  p"  qu’il  fait  avec  le  plan  y», 


cos  p"  = 


V A’-f  B’  -f  c/ 


*•  (3) 


Ces  trois  dernières  équations  conduisent  à cette  relation 

*7 
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cos  *p  4 cos  */>'  -j-  cos  *p  — i , Où 

qui  est  analogue  à celle  du  n°  120. 

Si  l’on  désigne  par  ?,  g',  ?"  les  inclinaisons  du  second 
plan  A'*  4-  B 'y  4 C'a  4 D'  = o sur  chacun  des  plans 
coordonnés  xy  , xz  , yz  , il  est  évident  qu  a cause  des  équa- 
tions (1)  (2)  (3),  celle  O)  deviendra 

cos  V = cos  p co  s ? 4 cos  p cos  q 4 cos  p"  cos  q . (ni) 

Enfin,  si  r,  r,  r"  sont  les  inclinaisons  'd’un  troisième  plan 
y _f-  c"  z + D"  = o sur  les  mêmes  plans  coor- 
donnés, il  est  incontestable  que  lorsque  ces  trois  nouveaux 
plans  seront  perpendiculaires  entre  eux  , on  aura  les  six 
relations  suivantes  : 

. cos “p  -H  cos*//  4 cos*p'  — 1, 

cos*?  4*  cos*?'  4*  cos*?"  = 1, 
cos’r  4 cos*/  4"  cos*/  = 1, 

cos  p cos  ? 4 COS  p' cos?' 4 cos  p"  cos  ?"  = O, 

COS  p cos  r 4 cos  p'  cos  r 4 cos  p"  cos  r"  = o, 
cos  ? cos  r 4 cos  q'  cos  / 4 cos  ?"  cos  / = o. 

La  formule  (0  conduit  naturellement  à celle-ci  . 

v/â^T'b* 

tang  p — q > 


1 P _ 


V^IT Or,  si  le  planr 


puisque  tang  P ^ p cos  p 

que  l’on  considère  passait  par  trois  points  donnés , sa 
position  serait  nécessairement  déterminée  , et  1 on  aurait , 
n°  122, 

a = *'  (/  — y*)  + *"  (/ —/)  + *"  (y  — y')» 

B = /(*•_*")  4 / C*'  - O + *"(*"  - * 

et  Si  l’on  représentait  par  K , K',  K"  les  côtés  du  triangle 
que  forment  les  lignes  qui  joignent  deux  à deux  les  points 
donnés,  et  pat  -t,  *',  k"  leurs  projections  horizontales, on 
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aurait 


**  = (*'  - *~r  + (y"  - ymr, 

*'*  = (*  - o*  + (y  - yy, 

*'*  = (*'  - *"Y  + (y  -y?’, 

par  suite  <■ 

A1  + B*=  a'U*  4-  «*■*'»  + z*aF» 

+ zV  [A0*  — — P]  4-  zV  O'*— jf‘ -**] 

+*nz*[4»— i'*  — *'*3} 

bu  bien, 

A1  + B*  = P(z'—  z")  (z'—  04-  z')  (z*  - z*) 

4-jt"1(z*— *')  (z'—z"). 

D’un  autre  côté,  la  projection  horizontale  du  triangle 
RK'K",  étant  désignée  par  t , l’on  a (n°  122),  af  = C; 
partant, 

\/k'jz'—z“)(z'—zm)+k''(z—z'y,zl'—zm)+h"'{z'i—z'yz*^r) 


Ung  p = 


3 £ 


Telle  est  la  tangente  tabulaire  de  l’angle  qu’un  plan  assu- 
jetti à passer  par  trois  points  donnés  fait  avec  l’horizon. 

126.  On  peut  trouver  aisément , d’après  ce  qui  précède, 
l’angle  qu’une  droite  fait  avec  un  plan.  En  effet , soient 

x = a3  + 4,  y — bs-f-fi 
les  équations  de  la  droite , et 

Ax  4-  By  4-  Cz  + D = o 

celle  dn  plan;  si  par  l’origine  on  conçoit  un  plan  perpen- 
diculaire à la  droite , son  équation  , qui  est  de  la  forme 

A' 

A'x  4*  B'y  4"  C'a  = o , deviendra,  à cause  de  a = f 
b-V 

b~Ci  ' 

ax  4-  by  4-  * — ° ; 

et  l’angle'  qu’il  formera  avec  le  plan  donné  sera  néeestai- 

J7-- 


Digitized  by  Google 


PROPOSITIONS 


a 5o 

rement  le  complément  d,e  l’angle  cherché  V ; on  aura  donc 
(n°  125) 

Aa  + Bfe  + C 

s,n  v “ v/  , -f - a*  + P V'A'  + B»  + C*'  ‘ , 

11  suit  de  là  que  l’équation 

«A  -h  6B  + C=  o 

exprimera  que  la  droite  et  le  plan  sont  parallèles. 

Si  ce  plan  passait  par  la  droite , leurs  équations  auraient 
nécessairement  lieu  en  même  temps,  et  l’on  aurait 

D = — (Aa  + Bà  + C)z  — A«  — BS; 

- ' ‘ '>»  ' * 

ainsi  l’équation  du  plan  serait 

Ax  -j-  Bjk  -f-  C z — A et  -j-  B$  , 

en  vertu  de  la  relation  précédente.  - ■ . 

127.  La  relation  (ra)  trouvée  dans  le  n°  12  5 donne  le 
moyen  de  démontrer  ce  théorème  , savoir  : Si  une  figure 
plane  quelconque  est  projetée  sur  trois  plans  rectangulaires, 
le  carré  de  l’aire  de  cette  figure  sera  égal  à la  somme  des 
carrés  des  aires  de  ses  trois  projections  ; car  soient  S une 
surface  plane , et  A , A',  A",  ses  trois  projections  respec- 
tives sur  les  plans  xy , xz , yz,  on  aura 

A*  = S*  cos *p.  A!”  — S’cos*  p,  A"»  = S*  cos*  p" , 
p , p',  p"  ayant  les  mêmes  significations  que  ci-dessus  ; 
donc  en  vertu  de  la  relation  citée , 

S*  ==  A*  + A'1 4- A**.  (0 

Désignons  maintenant  par  V l’angle  que  S forme  avec 
sa  projection  B , on  aura  B = S côs  V ; 
et  à cause  de 

A=Scosj o,  A'  = Scos  p,  A"=Scos/>", 

il  est  clair  que  si  a , S , y sont  les  inclinaisons  de  B sur  ces 
mêmes  plans  rectangulaires  A,  A',  A",  l’équation  (mj  qui 

; l • .■  . 
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donne  la  valeur  de  cos  V,  se  changera  en  celle-ci: 
cos  V ==  cos  a cos  p -+-  cos  (3  cos  p'  -f-  cos  y cos  p", 
et  qu’en  multipliant  chaque  membre  par  S , on  obtiendra 
B — A cos  à A'  cos  /3-f-  A*  cos  y. 

Si  donc  S,  S,  S" ...  représentent  un  nombre  quelconque 
d’aires  situées  dans  des  plans  différens;  que  M , M',  M*  soient 
respectivement  les  sommes  des  projections  de  ces  aires  sur 
les  trois  plans  coordonnés  A,  A',  A";  que  de  plus  N soit  la 
somme  des  projections  de  ces  mêmes  aires  sur  un  quatrième 
plan  faisant  les  angles  ce,  £ , y avec  les  trois  plans  primitifs, 
on  aura  autant  d’équations  semblables  à la  précédente  que 
d’aires  projetées , et  la  somme  de  ces  équations  sera 

• N *=  M cos  a -+-  M'  cos  Æ -+-  M"  cos  y. 

De  même , si  N'  est  la  somme  des  projections  de  S , S',  S" . . . 
sur  un  plan  qui  fait  les  angles  y avec  les  plans  pri- 

mitifs, et  que  H"  soit  la  somme  des  projections  des  aires  dont 
il  s’agit , relatives  à un  plan  dont  les  inclinaisons  sur  les 
plans  primitifs  sont  a",  /3",  y" , on  aura 

N'  = M cos  a!  -f-  M'  cos  £'  -f-  M"  cos  y , 

N'  = M cos  a”  + M'  cos  jS"  + M"  cos  y". 

Donc  la  projection  orthogonale  d’une  suite  d’aires  quel - 
conque  sur  un  plan  est  égale  à la  somme  des  projections 
formées , en  projetant  d’abord  toutes  ces  aires  sur  trois 
plans  rectangulaires j ensuite  enprOjetant  ces  projections  sur 
le  plan  proposé. 

Lorsque  les  trois  nouveaux  plans  de  projection  N , N',  N* 
sont  perpendiculaires  entre  eux , on  a entre  cos  * , cos  fi , 
cos  y. ..  les  relations  (T)  du  n°  ia5,et  par  suite  celles 
(10)  et  (n)  du  n°  i32.  Ainsi,  élevant  au  carré  les  trois 
dernières  équations  ci-dessus,  et  réduisant  leur  somme  à 
l’aide  des  dernières  relations  citées,  on  obtient 

N1  + N'*  + N"*  = Ma  + M'1  -f  M'".  (2)  •;  - 
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Du  principe  général  que  l’on  vient  de  démontrer  il  ré? 
suite  réciproquement  que 

M = N co«  a -{-  N'  cos  a!  -f  N"  cos  <t",  ■) 

M'=  N cos /S  4-  N'  cos  &'  + N"  cos  /S",  J (3) 

M"=  N cos  y + N'  cos  y'  4-  N"  cos  y",  j 

puisque  les  plans  N,  N',  N*  sont  rectangulaires. 

La  relation  (2)  nous  apprend  que  quelle  que  soit  la  di- 
rection des  trois  plans  rectangulaires  de  projection  qui  for- 
ment le  second  système,  la  somme  Na  -f-  N'1  + N*1  est  tou- 
jours constante.  11  est  en  outre  aisé  de  déduire  des  équa- 
tions (1)  et  (2)  cette  nouvelle  propriété  : Si  l'on  projette  une 
suite  d'aires  quelconque  S,  S' , S“. .’. . sur  deux  systèmes  de 
plans  coordonnés  rectangulaires , liés  entre  eux  comme  on 
voudra  j la  somme  des  produits  deux  à deux  des  projec- 
tions prises  sur  chacun  des  plans  d'un  système  est  égale 
à la  somme  des  produits  deux  à deux  des  projections  prises 
sur  chacun  des  plans  de  l’autre  système. 

Si  toutes  les  aires  S,  S , S". ...  étaient  dans  un  même 
plan , et  que  l’on  prît  l’un  des  plans  primitifs  pour  repré- 
senter celui-ci,  ce  qui  est  permis,  l’une  des  trois  quantités 
M,  M',  M"  serait  égale  à S -f-  S'  -f-  S". . . . , et  les  deux 
autres  seraient  nulles;  d’où  il  suit  que  l’équation  (a)  expri- 
merait la  même  propriété  que  celle  (1). 

Puisque  dans  le  cas  général  où  les  aires  S , S',  S" ... . 
sont  dans  des  plans  différens,  la  relation  (2)  a toujours 
lieu , il  est  clair  qu’alors 

N = l/  Ma  4-  M'*  4 M"1  — N'*  — M"2  5 

ainsi , la  plus  grande  valeur  que  puisse  acquérir  la  projec- 
tion N , c’est  lorsque  N'  = o , N"  = o.  La  quantité  con- 
stante} i/jm*  4-  M'a  -Plwr  exprime  donc  la  plus  grande 
somme  des  projections,  sur  un  même  plan , des  aires  que  l’on 
considère  dans  l’espace. 

T*e  plan  qui  répond  à cette  plus  grande  projection  joue 
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un  rôle  important  en  Mécanique  : voici  comment  on  en 
détermine  la  direction. 

Les  équations  N'  = o,  N"=  o , qui  caractérisent  ce  plan, 
réduisent  celles  désignées  par  (3),  à 

M = N cos  *,  M'  = N cos  /8 , M"  = N cos  y , 
d’où  l’on  tire  sur-le-champ 


coset  — 


M _ M 

N ~~  V/M*+M'*+M"a 


„ M'  M' 

;cos/3=  — ; cos  y — 


Ainsi , toutes  les  fois  que  l’on  connaîtra  les  sommes  des 
projections  M , M',  M",  sur  trois  plans  rectangulaires  choi- 
sis arbitrairement , la  direction  du  plan  de  la  plus  grande 
projection  se  déterminera  au  moyen  des  trois  angles  et,  f 3 , y ; 
mais  la  position  absolue  de  ce  plan  restera  indéterminée  , 
car  les  projections  de  chacune  des  aires  S,  S',  Sff. . ., et  par 
conséquent  la  somme  de  ces  projections  sont  les  mêmes 
sut  tous  les  plans  parallèles  entre  eus. 

Si  l’on  représente  par  0 l’inclinaison  d’un  autre  plan  T 
sur  celui  de  la  plus  grande  projection , la  somme  T des 
projections  sur  ce  nouveau  plan  sera  donnée  par  l’équation 


T = l/M’-t-M'1-*-  M"“  X cos  I. 

En  effet , soient  «,  «',«*,  les  inclinaisons  du  plan  T sur  les 
trois  plans  primitifs  ; on  aura , par  ce  qui  précède , 

T = M cos  . + M'  cos  t'  + M"  cos  ’ 

et  comme  la  direction  de  ces  plans  primitifs  est  arbitraire, 
on  peut  supposer  que  Pun  d’eux,  par  exemple  celui  qui 
répond  à M , coïncide  avec  le  plan  de  la  plus  grande  pro- 
jection ; alors  ■ = 6 , M =N , M'  = o , M*  = o,  et  par  con- 
séquent , 

T = N cos  t. 


Donc  la  valeur  de  T est  la  même  pour  tous  les  plans  qui 
font  le  même  angle  avec  celui  de  la  plus  grande  projection. 
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11  n’est  pas  de  notre  sujet  d’appliquer  à la  Mécanique  les 
propriétés  géométriques  que  nous  venons  de  démontrer 
d’après  M.  Poisson;  nous  observerons  seulement  que  dans  un 
système  de  corps  en  mouvement  dans  l’espace,  et  soumis  à 
leurs  actions  réciproques,  il  existe  un  plan  dont  on  peut  dé- 
terminer la  position  à chaque  instant,  et  qui,  ainsi  que 
l’illustre  auteur  de  la  Mécanique  céleste  l’a  reconnu  et  dé- 
montré le  premier,  jouit  de  la  propriété  remarquable  d’être 
toujours  parallèle  à lui-même  ; mais  M.  Poisson  a eu  l’heu- 
reuse idée  de  déduire  ce  beau  théorème  sur  le  plan  inva- 
riable des  considérations  géométriques  précédentes.  ( J^oy . le 
n°  io  de  la  Correspondance  sur  l’Ecole  Polytliecnique .) 

128.  Il  est  aisé  de  se  convaincre  que  les  équations  de  la 
ligne  droite  et  du  plan  ont  toujours  les  mêmes  formes  , soit 
qu’elles  se  rapportent  à des  coordonnées  rectangulaires,  soit 
qu’elles  se  rapportent  à des  coordonnées  obliques  ; mais  les 
coefliciens  des  variables  ont , par  rapport  au  second  système, 
une  signification  toute  différente  de  celle  relative  aux  coor- 
données rectangulaires  ; c’est  ce  que  nous  avons  déjà  fait 
observer  au  n°  41-  Il  importe  donc  de  montrer  comment 
on  doit  modifier  ceux  des  résultats  précédens  qui  dépendent 
des  angles  des  coordonnées.  Voici,  à ce  sujet , quelques- 
unes  des  formules  publiées  par  M.  Français.  Nous  laisserons 
cependant  au  lecteur  le  plaisir  de  remplir  lui-même  les 
lacunes  qui  se  trouveront  à dessein  dans  nos  calculs.  Au 
surplus , la  marche  à suivre  dans  cette  circonstance  est  assez 
clairement  indiquée  par  celle  tracée  au-  n°  46,  pour  qu’il  soit 
inutile  d’entrer  dans  de  grands  développemens. 

Soient  x,y,  s,  les  coordonnées  obliques  d’un  point  M 
de  l’espace,  et  A leur  origine  f(  fig.  83).  Soit,  en  outre, 
. AM  — p , et  faisons 

— af > y *=°n 

Les  équations  de  la  droite  AM  seront 

• \ ex  = az,  iy  ~ bz. 

».  . 

i 
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Cela  posé , si  des  extrémités  de  x et  oh  abaisse  des  per- 
pendiculaires sur  AM  , on  trouvera  que 

(a)  f = xCOS(e,x)  +yCOS(f,y)  + ZCOS(f  ,z), 
partant, 

(b)  i =acos  (p,*)-f-  6cos(f,jK)+  c cos  0,2); 

et  si  de  l’extrémité  de  p on  abaisse  successivement  une  per- 
pendiculaire sur  chacun  des  axes  des  coordonnées, onarrivera 
sans  peine  à ces  trois  relations , 

ip  cos  (p,*)  —X  -f-J' cos  (*,.y) -t-2Cos(x,2), 
p cos  (p,jy)=iy  + zcosO',s)4-Arcos(x,jy), 

P cos  (p,z)  = s-f  *cos(*,«)  4-ycos(y  ,2)J 

ou  bien  à celles-ci  : 

icos  (p  ,x)  = a -f-  &cos  (_x  ,y)  -f-  c cos  (*,  2), 
cos(f>J')=6  + ccos  Cy>s)  4-«cos(s:,>y), 
cos(p,  z)  = c -f-  a cos  s)  + 6 cos  ( y , s). 

Multipliant  par  p tous  les  termes  de  l’équation  (a) , et  sub- 
stituant ensuite  pour  p cos  (p , x) , p cos  (p  ,j~) , p cos  (p , 2)  leurs 
valeurs  (c)  , on  obtiendra 

(e)  pas=**  -4-y  + z" 4-  2jjycos(*,.y) 

• . -f-  2 Xi  cos  {x,  z) 

2yz  cos  ( y , z ) , 

et  par  suite 

(e)  1 =a*  + &*»|-  c“  -f-  2ab  cos  (x,y  ) 

-f-  2ac  cos  ( * , z ) 

. -f-  %bc  cos  (y  , 2). 

Tel  serait , en  Mécanique , le  carré  de  la  résultante  de 
trois  forces  données  d’intensité  et  de  direction , et  appliquées 
au  même  point.  On  voit  bien  ce  qu’il  faudrait  faire  pour 
trouver  la  direction  de  cette  résultante. 

Si  des  équations  (c)  on  tirait  les  valeurs  de  x j y , z , et  , 


\ ~ 
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qu’on  les  substituât  dans  (a),  on  aurait  pour  résultat  une 
relation  très  remarquable  entre  les  six  angles  que  forment 
deux  à deux  quatre  droites  dirigées  d’une  manière  quel- 
conque dans  l’espace,  et  passant  ou  non  par  un  même  point. 
( Voyez  un  Mémoire  de  Carnot  sur  la  relation  entre  cinq 
points  dans  l’espace.  ) 

Maintenant , si  l’on  représente  par  ( f , xy  ) l’angle  que  la 
droite  f fait  avec  le  plan  des  xy , et  ainsi  de  suite,  et  qu’on  ait 
égard  à ce  que  , 

^ _sin(f,yz)  ^ _ sin  (p,*z)  _sin(f,^y) 
sin  (x,yz)’  sin  ( y,  *z  ) ’ sin(z,xy)’ 

les  équations  ( b,  c' , e'  ) fourniront  des  relations  entre  Ips 
différens  angles  du  système  des  coordonnées  et  de  la  droite  p. 

Pour  une  autre  droite  AM'  = p' , dont  les  équations 
seraient 


on  aurait  évidemment  entre  a'b'c  les  mêmes  relations  que 
celles  que  nous  venons  d’obtenir  entre  abc. 

Il  résulte  de  là , et  de  ce  que  le  carré  de  la  droite  qui 
joint  les  extrémités  de  p et  p' , est 

p*  + p'* — Vf  «>s  (p>  p ')=(*—*)* + (y— y' Y +(*—*')* 
+ a(x— *')  (y— y)  cos  (x,y)-p2(aP*— *')  (z  — *')  cos  (x,z) 

-h  *(y—y")  (z — z')  COS  (y,  z), 
il  résulte,  disons-nous,  que 

008  (f , f')  = a'  00s (f , x)  + b' cos  (p,.y)  + c'cos  (p,*) 

= a eos  (/,*) -|-é  cos  (fV) -f- ccos  (/>',z);  . 

expression  qui,  en  vertu  des  relations  (c') , se  change  en 
celle-ci  : 

!aa'  -f-  ( bc'  + cb ')  cos  ( x,y  ) 
bb'^-{cd-^-ad)cf»  (x,z) 
cc'  Jf-iab’  -\-ba’  )cés  (y , z). 


( 
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lia  ligne  AM  = p mesurant  la  distance  de  l’origine  des 
axes  à un  plan  passant  par  le  point  M et  perpendiculaire  à 
cette  ligne,  il  s’ensuit  que  la  valeur  précédente  de  p,  en  y 
faisant  cos  (p,  x)  = A,  cos  (p  ,y  ) = B,  cos(p,  z ) = C, 
représentera  l’équation  de  ce  plan , e’est-à-dire  qu’on  aura 

A*  + By  -f  Cz  = p, 

et  pour  lors  l'équation  (b) , qui  pourra  être  écrite  ainsi , 

Aa  -f-  Bù  -f-  Ce  — i , (<*)  ' 

exprimera  la  condition  à laquelle  devront  satisfaire  les  coef- 
ficiens a,b,c,  A,  B,C,  pour  que  «la  ftoite  soit  perpendicu- 
laire au  plan-,  enfin , les  équations^)  donneront  les  coefficiens 
de  ce  plan  (*). 

De  ces  dernières  équations  Fon  tirerait , par  voie  d élimi- 
nation , en  ayant  égard  à la  formule  fondamentale  de  la  réso- 
lution des  triangles  sphériques , etdésignant  par  (*y , yz) . . . 
l’angle  des  plans  coordonnés  pris  deux  à deux, 

a=sin  (y , z)  [ A sin  (y , z) — Bsin  (*,  z)cos  ( xz , yz) 
— Csin(ap,^)cos(xy,yz)3  ; R*, 

b = sin  ( x,  s )£B  sin  (*  ,z)  — Csin  ( * ,y )cos(  xy , xz  ) 
— Asin(y,z)cos(*z,yz)]  : R1, 

c — sin  (*,<y)[C  sin ( x,y ) — Àsin (.y,z) cos  (*y ,yz) 
— Bsin(ar,z)cos(sjK,*z)]  : R*, 

où  l’on  a 

R*  = i — cos*(x  ,y ) — cos*  (x,  z)  — cos*(,y , z ) 

-f  2cos(*,y)  cos  (*  , z)  cos  (y,  z); 

par  conséquent  l’équation  (d)  se  change  en  celle-ci  : 


(*)  Si  les  axes  de»  coordonnée»  étaient  rectangulaire»,  on  aurait  en 
ontre  entre  les  coefficiens  A , B , C 'cette  relation , 

A«-f  B«-f.C«=ij  ■ ’ 

l '*  , * * ■ 

c’est  ce  qui  a été  démontré  h la  fin  du  n*  no.  • * 
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A5  sin*^,  z)  4-  B1  sina(.v,  z ) + C*  sin’(,r,  y ) x 

— 2 AB  sin  (y,  z)  sin  (x,  z)  cos  (xz,  yz)  / 

— 2AC  sin  (y,  z)  sin  (*,  y)  cos  ( xy , yz ) j 

— 2BC  sin  ( x , z)  sin  (x,  y)  cos  (xy,  xz)  J 

On  verra  ,aun°  174  , une  manière  plus  simple  d’obtenir 
> cette  relation  ; on  y trouvera  aussi  d’autres  valeurs  de  R*, 
à l’aide  desquelles  on  pourrait  donner  d’autres  formes  aux 
équations  ci-dessus.  Au  surplus  , ceux  qui  éprouveront  des 
difficultés  pour  tirer  toutes  les  conséquences  dont  la  théorie 
précédente  est  susceptible,  feront  bien  de  consulter  le  1er  pa- 
ragraphe du  n°  9 de  la fComespondance  sur  l’Ecole  Polytech- 
nique; ils  y verront , par  exemple,  que  si  A'x+B'y+C'z=e\ 
est  l’équation  d’un  plan  perpendiculaire  à f , la  valeur  ci- 

dessus  de  cos  (f , f ) qui  prend  cette  forme  symétrique ' 

"A'  -f-  bb'  -f-  cC’ , exprime  le  sinus  de  l’angle  formé  par 
ce  plan  et  la  droite  p ; et  que  cette  même  valeur  prise  néga- 
tivement est  le  cosinus  de  l’angle  des  deux  plans  que  l’on  . 
considère  ici. 

Equation  de  la  sphère  et  problème  concernant  une  sphère 
qui  en  coupe  deux  autres. 

129-  L’équation  la  plus  générale  d’une  sphère  du  rayon  r, 
rapportée  à des  coordonnées  obliques  x , y , z,  est  d’après 
le  n°  précédent  (équat  e),  et  en  représentant  par  a,  II,, y • 
les  coordonnées  du  centre, 

(x-cty  + (y-t 0*  + O -y)* 

+ %(x  *)  (y—  jS)  cos  (x,  y) 

+ 2(x — <t)  (z — y)  cos(x,  z) 

H-  *(y—@)  (z— y)  cos(y;  z) 

Si  les  axes  des  coordonnées  étaient  rectangulaires,  on 
aurait  simplement 

.(* — *y  + c y — + (z  — y)” = >•*, 

et  si  Jeuf  origine  était  au  centre  même  de  la  sphère , on  au- 
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rait  plus  simplement  encore 

**+*■  + **=**, 

cela  est  évident. 

Soient  maintenant  trois  sphères  c , c',  c*,  rapportées  à des 
coordonnées  rectangles , et  ayant  respectivement  pour 
rayon  r,  r,  r"\  supposons  que  la  première  soit  placée  d’une 
manière  quelconque  dans  l’espace,  et  que  *,  @ , y soient  les 
coordonnées  de  son  centre  : supposons  de  plus  que  l’ori- 
gine des  axes  soit  le  centre  de  la  seconde  sphère , et  que 
l’axe  des  x passe  par  le  centre  de  la  troisième  sphère , en 
sorte  que  a."  soit  l’ahscisse  de  ce  centre.  On  aura  alors  les 
trois  équations  suivantes  : 

(1)  (x  — &)'  + (**-  >)*  = ’*> 

(2)  *•  +y  4-  = /•, 

(3)  (x—sy+y  + z'^r**-, 

et  dans  l’hypothèse  que  la  première  sphère  soit  coupée  par  la 
seconde  et  par  la  troisième , les  équations  des  plans  des  deux 
courbes  d’intersection  , s’obtiendront  comme  au  n°  4*7  , en 
soustrayant  l’une  de  l’autre,  d’abord  (i  et  2)  , ensuite 
(1  et  3). 

On  aura  en  effet , 

2 xx  + 7.$y  -f-2yz  = — r*  -f-  -J-  /S1  -j- y*, 

2 et"x — 2 eue  — 2 0y  — o.yz—  ra — r**- f-  «"a — cl * — $*—  y’  ; 

\ . . 

et  si  l’on  ajoute  ces  deux  dernières,  il  viendra 

2 c!x  — r'“  — r"a  + 
ou  - 


résultat  auquel  on  arriverait  encore  en  supposant  que  les 
sphères  (2  et  3)  se  coupent  mutuellement 

Il  suit  de  là  que  les  plans  des  deux  courbes  d’intersection 
se  rencontrent  suivant  une  droite  située  dans  un  plan  per- 
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pendiculairc  à la  ligne  qui  joint  les  centres  des  splières  cou- 
pantes c' , c".  Ce  dernier  est  le  plan  radical  de  ces  mêmes 
sphères  , et  le  point  qui  a x pour  abscisse  en  est  le  centre 
radical,  soit  que  les  sphères  se  rencontrent,  soit  qu’elles  ne 
se  rencontrent  pas. 

Deux  sphères  ont  aussi  un  centre  de  similitude  et  une 
sphère  des  pôles  conjugués  (n°  Voyez  aussi  les  Ann. 
de  Math.,  tom.  XI , p.  i4- 

Concevons  maintenant  quatre  sphères  données  dans  l’es- 
pace, de  telle  manière  que  leurs  équations  soient 

(x  — a.  )H-  (y  — fi  )*+  (a  — y )*=  ou  A —o, 

(x  — a! )a+  Cy  — @'y+(z  — y )*=  / ' 1 A'  =o, 

(*  - «')*+  (y  - fi "y+  (a  - y"  )“=  r"3  A"=o, 

(x  - dy+  (y  — ay+  (*  - y")^  r*3  a"=q  5 

et  supposons  qu’elles  se  coupent  deux  à deux  ; les  équa- 
tions dés  plans  des  cercles  d’intersection  seront 

A'  — A = o,  A"  — A'  = o,- 

• A"  — A = 0,  A*  — A'  = o , 

A*  — A =.o,  A*  — A"  ==  o. 

De  ces  six  équations  , trois  quelconques  se  trouvant  com- 
portées par  les  trois  autres,  il  s’ensuit  que  les  plans  dont 
il  s’agit  se  coupent  deux  à deux  suivant  des  droites  qui  con- 
courent au  même  point;  et  il  est  remarquable  que  ces  droite» 
sont  nécessairement  dans  les  plans  radicaux  des  sphères  : pro- 
priété qui  est  une  généralisation  de  celle  énoncée  au  n°  47- 
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CHAPITRE  III. 

Transformation  des  Coordonnées  dans  l’espace. 

_ % 

i3o.  Le  changement  le  plus  simple  que  l’on  puisse  faire 
à un  système  de  coordonnées,  #st  de  déplacer  l’origine  en 
laissant  les  nouveaux  axes  parallèles  aux  premiers:  or,  si 
z , désignent  les  coordonnées  positives  d’un  point  rap- 
porté au  second  système,  et  que  a,  b,  c soient  celles  de  la 
nouvelle  origine , rapportée  au  système  primitif , on  •_ 
aura 

* = * +a,  yz=y'+b,  z—z'  + c. 

Mais  pour  embrasser,  dans  toute  sa  généralité,  le  pro- 
blème de  la  transformation -des  axes  , prenons  pour  premier 
système  de  coordonnées  obliques,  x , y , z;  et  pour  second 
système , t,  u , puis  cherchons  les  premières  coordonnées 
en  valeurs  des  dernières , en  considérant  le  unes  et  les  autres 
comme  étant  relatives  au  même  point  de  l’espace  et  étant 
rapportées  à la  même  origine. 

Pour  cet  effet-,  concevons , par  exemple , par  les  extré- 
mités des  coordonnées  v,  u,  t , x,  des  plans  parallèles  au 
plan  des  yt  ; ces  plans  seront  au  nombre  de  quatre , et  la 
distance  du  planjz  an  second  sera  visiblement  v sin  ; 

celle  du  second  au  troisième,  «sin  (u,yc)  ; celle  du  troi- 
sième au  quatrième,  t sin  {t,  yz)\  enfin,  celle  du  pre- 
mier au  quatrième,  x sin  (x,  yz).  Mais  Cette  dernière 
distance  se  compose  de  la  somme  des  trois  autres  ; donc 

* sin  (* , yz)  = t sin  (t,yz)  -4-  u,  sin  ( u ,yz)  + v sin  ( v , yz)  ; 
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pareillement 

_y  sin  {y,  *a)  = «sin  {t,  xz)  -f-  u.  sin  (u,xz)  -f  ^sin  (p,xz), 
zsin  ( z,*j')  = f sin  (t, xy)  + u sin  (w,#y)+<;sin  (v,xy). 

Ces  formules , qui  sont  très  simples  et  très  symétriques  , 
s’obtiennent,  comme  l’on  voit,  avec  la  plus  grande  facilité  ; 
elles  servent  toutes  les  fois  que  l’on  connaît  les  angles  que 
les  nouveaux  axes  font  avec  les  plans  coordonnés  primitifs. 
M.  Français , qui  a résolu  le  même  problème  en  supposant 
que  les  axes  des  coordonnées  xye  , tuv  sont  rapportés  à six 
plans  dont  les  équations  aux  axes  rectangles  sont  connues , 
est  parvenu  à ces  formules  gar  un  calcul  analytique  un  peu 
long,  mais  d’ailleurs  fort  élégant.  (1  Voyez  le  14®  cahier  du 
Journal  de  l’Ecole  P oly technique , pages  182  et  suivantes.) 
M.  Hachette  a aussi  démontré  les  formules  de  M.  Français, 
par  des  considérations  déduites  de  la  théorie  des  projec- 
tions. ( Voyez  la  Correspondance  j 1“  numéro  du  2e  volume.) 

ï3i.  Si  les  axes  primitifs  seulement  étaient  rectangu- 
laires , on  aurait  sin  ( z,xy)=i ,. . .;  sin  (*,  :ry)=cos(<,  a);. . , 
et  les  formules  dont  il  s’agit  se  réduiraient  à 

x = t cos  ( t , x)  -j-  u cos  (u,  x)  -f-  v cos  (p,  *), 

y = t cos  (t,  y)  -f  u cos  («,  y)  + p cos  (t>,  y) , 

z = t cos  (t,  z)  -f-  u cos  («,  z)  -j-  p cos  ( p , a). 

Ces  formules  particulières  étant  les  plus  usitées,  ilûù9 
allons  les  retrouver  par  une  méthode  qui  nous  fera  con- 
naître en  même  temps  les  relations  qdi  existent  entre  les 
coefficiens  de  t,  u,  p. 

Supposons  donc  qu’il  s’agisse  de  passer  d’un  système  de 
coordonnées  rectangulaires  à un  système  de  coordonnées 
obliques,  de  manière  que  les  axes  AX,  AY,  AZ  [fig.  83 ] 
forment  le  premier  système,  et  que  AT,  AU,  A Y compo- 
sent le  second.  * 

Construisons  sur  ces  derniers  axes  un  parallélépipède  AM, 
et  désignons  par  ,• 
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*'/*',  x’yuz” , xmymz" , 
les  coordonnées  rectangulaires  des  points 
M',  M",  M", 

comptées  de  l’origine  A; 

Par  c ,c“ , c* , les  côtés  du  triangle  M'M”M*  respective- 
ment opposés  aux  angles  M' , M" , M*; 

Par  y',  y",  y" , les  angles  plans  M*  AM",  M*  AM',  M"  AM' 
opposés  aux  côtés  c , c , c“; 

Enfin,  par  t,  u,  v , les  arêtes  ou  coordonnées  obliques 
AM',  AM”,  AM";  on  aura  évidemment 

*'»  4-  y*  4.  a'a  = t\ 

+ y"‘  ■+■  zx  = u\ 

*"*  + y"*  + *m%  - *>', 

(*'  - O*  + (y"  - y"Y  + (**  - O*  = *'*,  ) 

(*'  - *")'  -h  (/  - y"Y  + (='  - *Y  = c"“,  (a) 

W - *y  + (/  - y"Y  + (Y  - z"Y  = c"'.  J 

D’un  autre  côté,  en  vertu  de  la  propriété  du  triangle 

obliquangle,  les  trois  triangles  M"  AM” , M*  AM' , M"  AM' , 
donneront  respectivement 

ua  -{-  — 2 uv  cos  y = c'a , 

ta  iA  — 2 tv  cos  y”  = c**, 
t*  -f-  ns  — 7.  tu  cos  y*  = c"\ 

Par  conséquent, si  l’on  développe  les  premiers  membres  des 
équations  (2),  et  que  l’on  substitue  pour  c'a  c”a  c"‘  leurs 
valeurs  précédentes , on  aura , réductions  faites , 

*'*•  + /y*  + z"z*  = »♦»  cos  y',  ) 

*'*"  + y y"  + *' z"  — tv  cos  y”,  > (4) 

xx“  y y -j-  z'z”  ==_  tu  cos  y*.  J 

Maintenant,  considérons  le  point  M comme  étant  situé 
d’une  manière  quelconque  dans  l’espace,  et  représentons 
par  x,  y,  s ses  coordonnées  rectangles  Ap , pm , mM  ; il  est 
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clair,  alors,  que  l'on  aura 

*=*'  +*"+*",  y—y+y"+y,  z=2'4 -z'+z"-, 

si  donc  X,  Y,  Z;  X',  Y',  Z';  X",  Y",  Z*,  sont  les  angles 
que  les  arêtes  t,u,v  font  avec  les  trois  axes  primitifs  AX, 
AY,  AZ,  on  aura  évidemment 

x'  = t cos  X , _/  = t cos  Y , z — t cos  Z , ) 

x ~ u cos  X' , u cos  Y',  z"  = «cos  Z',  > (5) 

.v*  = v cos  X",  _ym=  v cos  Y" , z™=  e cos  Z";  ) 

de  là, 

x = t cos  X —f-  it  cos  X'  + v cos  X", 

y •=.  t cos  Y -f - u cos  Y'  -|-  v cos  Y", 

z — t cos  Z -f-  u cos  ZI  -f-  v cos  Z", 

et  il  s’ensuivra  que  les  équations  (4)  se  changeront  en 
celles-ci , 

cos  X'  cos  X"-f-  cos  Y'  cos  Y*-f-  cos  ZI  cos  Z”  = cos  y , J 
cos  X cos  X"-f-  cos  Y cos  Y"-J-  cos  Z cos  Z"  = cos  y“,  > (7) 
cosX  cos  X'  -f-  cos  Y cos  Y'-f-  cos  Z cos  Z'  = cos  y*.  J 

D’un  autre  côté,  si  l’on  ajoute  ensemble  les  carrés  des 
valeurs  de  x'  ,y  , z , dex" , y",  s",  et  de  x°  ,ym , z" , fournies 
par  les  équations  (5),  on  trouvera  de  la  manière  la  plus 
simple  les  relations  connues 

®cos5  X -J-  cos5  Y -j-  cos5  Z = 1,  j 
cos5  X'  -f-  cos5  Y'  -f-  cos5  Z'  =<  1,  1 , , (8) 

cos5  X''-f  cos5  Y"  -f-  cos5  ZI  — 1.  j 

Celles-ci  et  les  précédentes  renferment  toutes  les  conditions 
relatives  aux  nouveaux  axes  obliquas. 

On  peut  déduire  de  là  l’expression  du  carré  de  la  diago- 
nale AM  du  parallélépipède;  car  soit  D cette  diagonale 
on  a 

puis  faisant  usage  des  valeurs  (6),  et  réduisant  au  moyen 
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des  relations  (7)  et  (8),  il  viendra 

D*  = /*  «’  + v*  + 2 tu  cos  y"  -f-  2 ta  cos  y + 2itc  coi  y'; 


c’est-à-dire  que  le  carré  de  la  diagonale  d’un  parallélépi- 
pède est  égal  à la  somme  des  carrés  des  arêtes  d’un  même 
angle  trièdre  j plus  à la  somme  faite  du  double  des  produits  j 
de  ces  arêtes  prises  deux  à deux  j multipliés  par  le  cosinus 
de  l’angle  que  ces  memes  arêtes  forment  entre  elles. 

i32.  Si  l’on  voulait  seulement  passer  d’un  système  de 
coordonnées  rectangulaires  à un  autre  système  de  même 
nature , il  suffirait  de  faire  dans  les  résultats  ci-dessus 
y —y"  — y'°  — roo*'  ; or , en  vertu  de  cette  hypothèse  , 
et  désignant  d’ailleurs  pour  abréger  , cos  X,  cos  Y,  cos  Z 
par  m , n,  p,  les  jéquations  (6),  (7)  et  (8)  deviennent 
respectivement 

x — mt  -f-  mu  -j-  ma , J 
y = nt  -f-  nu  -j-  n'a , > (!&') 

z — pt  + p'u  + p" a,  ) 

n n p' p"-=z  0,  j /ra*  -f-  te*  -J-/j*  = i , 1 

m m"-\- n n" p p"=  o,  > (7')  m'x-\-  n,*-4-^>/*=i,  . (8') 

mm  -(-  nn  -f-  pp'  ~ o,  1 m"*-f-  p‘"x—i‘>  J 

ainsi,  des  neuf  constantes  qui  entrent  dans  les  formules  (6')‘ 
trois  seulement  sont  indépendantes  (*). 

On  pourrait  demander  maintenant  de  déterminer  t,  u,  a, 
en  ■fonction  de  x,  y,  z;  dans  ce  cas,  au  lieu  de  suivre 


(*)  Quelques  auteurs  couscrvent,  dans  leurs  calculs,  les  dénomini- 
tions  de  cos , sin,  etc.;  mais  cela  est  inutile,  surtout  tontes  ics  fois 
que,  dans  le  cours  d’une  longue  operation,  les  valeurs  trigonométriques 
ne  doivent  éprouver  aucune  espèce  de  transformation.  D’ailleurs,  en 
représentant  chacune  de  ces  valeurs  par  une  seule  lettre , comme  les 
autres  quantités,  les  calcnls  s’effectuent  bien  plus  rapidement.  On  a dû 
voir  déjà  que  je  me  suis  conformé  h cette  observation  , lorsque  je  n’ai  pas 
eu  en  vue  de  faire  remarquer  que  telle  formule  était  identique  avec  celle 
publiée  par  d’antres  auteurs,  ou  était  précisément  la  traduction  analy- 
tique de  l’énoncé  d’un  théorèraei 

18.. 
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la  voie  ordinaire  de  la  résolution  des  équations  du  premier 
degré,  il  est  plus  élégant  de  procéder  ainsi  qu’il  suit. 

Si  on  multiplie  respectivement  par  m , n,  p,  les  valeurs 
de  x,y , z données  par  les  équations  (6') , et  qu’on  ajoute 
les  trois  produits  entre  eux , on  apra  , à cause  des  relations 
(7')  et  (8'), 

t — mx  4 - «y  4 pz. 

Répétant  la  même  opération  deux  autres  fois  de  suite , en 
choisissant  d’abord  pour  nouveaux  multiplicateurs  m',n,p , 
puis  m ",  n,  p " , les  trois  résultats  réunis  seront 

t = mx  ny  + pz,  \ 
u = mx  ny  +p'z , \ (9) 

v = mux  -f-  ny  -\-p“z  ; j 

et  parce  que,  dans  l’hypothèse  actuelle,  le  carré  de  la 
distance  AM  est 

x*  4 -y'  4"  z*  — ? "I"  “H  d » 

on  trouvera , après  avoir  substitué  dans  cette  équation  iden- 


tique,  pour  t^u^v  leurs  valeurs  précédentes,  et  comparé 
les  termes  homologues , ces  nouvelles  relations. 

mn  +mn  m"n"  — 0 , "J 

mp  4~  m'p'  4"  m,up"  — 0,  t (10) 
np  4 -dp’  4 n'p"  = 0,) 

m%  -J-  m*  4 »»**=  1 , “j 

n*  4 n'*  4-  »'*  = !,  >(l») 

P'+P"+P"a  = 

concluons  de  la  que  si  Ton  a^ait  les  équations 

ad  4 bb'  4cc  — 0 , 
ad  4 bb”  4 cc"  — 0 , 
a' a"  4 b'd+cc"  = 0; 

a1  4-  d 4 c*  = R*  , 
d‘  + b'* +c*  = R'*, 

a'»4  6*»4c»»— R®*j 

on  en  déduirait  celles-ci  : 

ab  „ a'b'  , db"  _ 
R*+  R"’ 

•yi 

d d*  <*'*  _ 

-gi  + lpi  + R''»—  1 » 

ac  , de  , de' 

~ °’ 

b%  . b'x  . b"x  _ 

R“  ■*" R'*  •‘R**  1 ’ 
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bc  b'c  b“c 

R* + R'*  + R'“ 

c*  c%  c** 

~ Ri  + R7i+Rif*  = 1 ’ 

puisqu’alors  on  aurait 

a 

'n  =1’ 

b c 

n ~R ’ p ~ R ’ 

, a 

, b’  , c 

n R"  P R” 

» a" 

R*  ’ p R"’ 

Ces  résultats  nous  seront  utiles  par  la  suite. 

1 33.  Lagrange , qui  a traité  ce  sujet  dans  sa  Mécanique 
analytique  parvient  à d’autres  relations  très  remarquables , 
de  la  manière  suivante.  Les  expressions  (6')  étant  considé- 
rées comme  des  équations  linéaires  en  b »,  v,  elles  four- 
niront, en  faisant  pour  abréger, 

vin' p * — tri np“  -f-  m" np'  — mn" p -f-  mn'p  — rri'n p = l , 
oes  trois  valeurs 

, _ ( np"  — p n)x  -f-  (np — np" )y  -f-  ( np ' — pn)z 

, 

_ (m"p — p"m')x  -j-  (tnp“ — pvi")y  -f-  (mp' — pm')z 
U—  l ' 

(mn" — nm")x  4-  (m"n — n m)y  (mn — nm')z 

" l 5 

lesquelles  doivent  être  identiques  à celles  (9). 

Ainsi , en  égalant  entre  eux  les  coefficiens  correspondans 
«les  coordonnées  x , y , s , on  aura  ces  nouvelles  relations  , 

np  — p ^ = iffi  f n p — p n = Cm  , np  — pn  = Cm  , 
m p — p m = in  , mp  — pm  — in  , mp  — pm  = in  , 

t * t U 1 ••  U t t . / t J II 

ni  n — n m ~ ip , ni  n — n m=.  Ip  , fnn  — nm  = Ip  9 
et  en  ajoutant  les  carrés  des  trois  équations  qui  se  trouvent 
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gui*  la  même  ligne  horizontale , sur  la  i1*  par  exexçple,  il 
■viendra,  à cause  des  équations  (xi),  cette  autre  relation, 

(«'/>"  — pn"Y  + ( np  - p"ny  + (np  -pu'  Y = l\ 

Mais  le  premier  membre  revient  à 

( + »'a  + »**) ip  +P'1  +/*)  — (»/>  + n>P'  + n"p")%>  . 

et  se  réduit  à l’unité , en  vertu  des  équations  ( I o et  1 1 ) : 
on  a donc  i = P et  l — ifc  i . 

Toutefois , la  valeur  de  l est  positive  , et  ce  qui  le  prouve , 
c’est  qu’en  faisant  coïncider  les  nouvelles  coordonnées  tj  u_,  v 
avec  les  primitives  x , y , z,  c’est-à-dire  en  posant  t = x , 
h — y , t>  = z,  on  a m = i , n ~ I , p"  = i , les  autres 
coefficiens  deviennent  nuis,  et  la  valeur  ci-dessus  de  l se  ré- 
duit à + i. 

Au  surplus  , cett,e  dernière  relation 
( np  — pn  Y + ( np“  — Pn"  Y 4-  ( np"  — p'n"Y  — » > 
et  les  deux  autres  semblables , se  déduisent  sur  le  champ  de 
considérations  géométriques , et  sont  une  conséquence  toute 
naturelle  de  ce  qui  a été  démontré  aux  n°*  i a5  et  x 32  ; car  il 
existe  entre  les  cosinus  des  angles  que  trois  plans  rectangu- 
laires font  avec  les  plans  coordonnés  aussi  rectangulaires , 
les  mêmes  relations  qu’entre  les  cosinus  des  angles  que  trois 
droites  perpendiculaires  entre  elles  font  avec  trois  autres 
axes  rectangles  : c’est-à-dire  que  si  et,  / 3,  y ; a! , 0,  y'; 
et",  0’ , y"  sont  les  angles  que  les  plans  des  tu,,  tv  , uv , font 
respectivement  avec  ceux  des  xy , xz  ,yz,  on  a par  ce  qui 
précède , 

COS1  et  4-  COS1  5 -tr  COS1  y . =»  I i } I , 
cos1  «'  -f-  cos1  0,  -h  cos1  y l , i 

cos1  <t"-f-  cos1  0'  + cos1  y"  = i ,J 

COS1  et  4-  COS1  et'  + COS1  et"  = I , ^ 

, COS1  fi  COS1  fi'  4-  COS1  0 = il 

cos1  y 4-  cos1  y 4"  cos!l  v"  — 1 • - 
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Ma  » d’après  le  n°  67 , 

ta  cos  y = y z — z y , 
tv  cos  y'  — z'y"  — y' s* , 

U u t»  n im 

uv  cos  y —y  5 — z y . 

Substituant  flans  ces  équations,  pour  y',  z', leurs 

valeurs  (5)  , il  viendra 

cos  y = np  — pn  , 

CO  S y = n p — ; p n , 

COS  y = np"  — p'n". 

Donc,  etc. 

Enlin , l’on  a fait  observer  au  n°  122  que  le  volume  du 
tétraèdre  trirectangle , dont  les  arêtes  du  sommet  sont 
a pour  expression 

T=s*'  <y*--yv) +g*"  (jv  _/,») 

et  l’on  reconnaît  tout  d’abord  que  cette  expression  prend  , en 
vertu  des  valeurs  (5)  , la  forme  suivante  : 

mn  p — m np  -f - m np  — mn  p m n p — m n p=z 

Voilà  donc  un  moyen  très  simple  d’obtenir  ces  relations. 

Les  trois  plans  coordonnés  primitifs  xy , xs  ,yz , étant 
rapportés  au  second  système  d’axes  t,u,  v , leurs  équations 
seront  respectivement 

A t + Bk  Cf  = o , 

A ' t -f-  B 'u  + CV  = o, 

A "t  -|-  BV  ■+■  CV  = o ; 

puisque  l’on  ne  change  point  d’origine.  Si  donc  x, y,  z sont 

les  coordonnées  rectangulaires  d’un  point  quelconque  de 

l’espace , coordonnées  qui  représentent  les  perpendiculaires  / 

abaissées  de  ce  point  sur  les  plans  desyz , xz  , xy , on  aura  . # 

d’après  le  numéro  124  , 
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— _ A**+  b"».-+- cy 
V/Â>  -f  B"“-f  C"“  ’ 

__  __  A 't  + B 'u  + CV 

l/A'3  -f-  B'“  4-  C'3  ’ 

A t 4-  Bw  4-  Cv 

l/A3  4-  B5  4- C“‘ 

Des  neuf  constantes  arbitraires  ABC , A'  B'  C , A"B"C", 
trois  sont  superflues , puisque  chacun  des  plans , passant  déjà 
par  un  point  donné , il  suffit  de  deux  constantes  pour  achever 
de  déterminer  sa  situation  ; ainsi , l'on  pourrait  égaler  à 
l’unité  une  des  constantes  de  chaque  plan  : mais  afin  de  ne 
pas  détruire  la  symétrie  des  formules,  soit  fait 

A“  4-B“  4-C1  =i, 

A'4  + B'3  4 C'3  = i , 

A"3 4-  B"3  4-  C"aï=  i ; 

et  joignons  à ces  relations , ces  trois  autres  qui  expriment 
que  les  plans  coordonnés  sont  perpendiculaires  entre  eux  , 
savoir  : 

AA'  4-  BB'  4.  CC  = o , 

AA"  4-  BB"  4-  CC"  = o , 

A' A"  4-  B'B"  4-  C'C"  = o ; 

de  cette  manière , il  ne  restera  que  trois  coefficiens  dont 
on  sera  libre  de  disposer  pour  satisfaire  à certaines  condi- 
tions, et  déterminer  convenablement  la  situation  des  nou- 
veaux plans  coordonnés  par  rapport  aux  anciens. 

On  interprétera  géométriquement  les  coefficiens  de  t,  u , v, 
dans  les  valeurs  précédentes  de  x , y , z , en  comparant  ces 
valeurs  avec  celles  (6jdu  n°  i3i. 

i34.  Si  l’on  prenait  l’axe  des  t dans  le  plan  même  des 
xy , et  que  l’on  supposât  toujours  les  deux  autres  axes 
perpendiculaires  entre  eux  et  à celui-ci , il  est  clair  que 
l’on  aurait  Z = iooSr-  En  désignant  alors  X par  ç et  Z" 
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par  6,  on  aurait  Y = ioo*r-  — ç et  Z'  = ioo*r- — t ; 
partant  les  formules  (6')  deviendraient,  en  y faisant  d’ail- 
leurs v = o , pour  ne  considérer  que  les  points  situés  dans 
le  plan  tu , 

X — t COS  <P  -f-  U cos  X'  , | 

. y = t sin  <p  + u cos  Y',  » (6#) 

z = u sin  8.  | 

Dans  la  même  hypothèse , la  troisième  des  équations  (7') 
se  réduirait  à 

cos  p cos  X'  -J-  sin  p cos  Y'  = o, 
et  la  seconde  des  équations  (8') , à 

cos2  X'  -f-  cos’Y'  — cos’  8. 

De  ces  deux  dernières  on  tire  aisément  les  valeurs  sui- 
vantes : 

cos  X'  = sin  t cos  t , et  cos  Y'  = — cos  cos  8. 

Les  valeurs  précédentes  de  x,  y , z sont  donc 

x = t cos  ç -f-  u sin  ç cos  8 , J 
y — t sin  <p  — u cos  <p  cos  8 , S (6”) 

z — u sin  6.  ) 

Telles  sont  les  formules  propres  à donner  l’équation  aux 
axes  rectangles  de  la  courbe  d’intersection  d’une  surface 
courbe  quelconque  et  d’un  plan.  On  remarquera  dans  ces 
formules,  que  <p  est  l’angle  que  la  trace  AR  [lig.  84]  du 
plan  sécant  TAU  fait  avec  l’axe  des  x ; et  que  8 est  l’incli- 
naison de  ce  plan  sur  celui  des  xy. 

i35.  Au  lieu  de  prendre  la  ligne  AR  [fig.  85]  pour  l’axe 
des  t,  consi dérons-la,  pour  plus  de  généralité,  comme  la 
trace  du  plan  des  tu  sur  celui  des  xy  ; regardons  la  droite 
AT  comme  l’axe  des  t , et  nommons  4 l’angle  TAR.  Dans 
cette  circonstance,  l’angle  6 sera  encore  celui  des  lu  avec  le 
plan  xy  ; mais  l’angle  <p  désignera  celui  que  la  trace  AR  fait 
avec  l’axe  des  x. 
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Maintenant , pour  exprimer  les  valeurs  de  cos  X , cos  Y , 
cos  Z , etc.  , en  fonction  des  angles  <p  , 4 j * > nous  aurons 
recours  à la  formule  fondamentale  de  la  Trigonométrie 
sphérique , parce  qu’elle  conduit  au  but  de  la  manière  la 
plus  simple  et  la  plus  directe.  Pour  cet  effet , concevons  une 
sphère  du  rayon  AT  = 1 , et  ayant  son  centre  au  point  A; 
puis  imaginons  des  arcs  de  grands  cercles  TQ,  TR , QUS , TS; 
alors  les  côtés  TR , TQ , RQ  du  triangle  sphérique  TRQ 
seront  respectivement  4 , X , p ; et  l’angle  sphérique  R sera 
= 0 : de  sorte  que  l’on  aura  sur-le-champ  par  le  principe 
du  n°  76  de  la  Trigonométrie  de  M.  Legendre  , ou  du  n°  47 
de  la  Trigonométrie  de  M.  Lacroix , 

cos  X = côs  4 cos  tp  sin  4 sin  ç cos  0. 

Le  triangle  sphérique  STR  dans  lequel  ST s=  Y,  TR  =4  > 
SR  = 1 00  »'•  — <p  , et  l’angle  R = 200  sr>  — 6 donnera  de 
même 

cos  Y = sin  <p  cos  4 — cos  <p  sin  4 cos  0. 

Ensuite  , si  par  l’axe  des  z et  celui  des  t on  fait  passer  un  arc 
de  grand  cercle  ZTP  = iooer- , le  triangle  sphérique  PRT 
sera  rectangle  en  P et  fournira  cette  relation , 

cos  Z = sin  i sin  4- 

Soit  AU  [fig.  86]  l’axe  des  u perpendiculaire  à celui 
des  t ; les  deux  triangles  sphériques  URQ , URS  dans  les- 
quels UQ  =X',  UR=noos,-{-4  ,US=Y',RS=ioosr — <p, 
donneront  aussi,  en  vertu  du  principe  cité  , 

cos  X'  — cos  9 cos  4 s*n  9 — sin  4 cos  <p , 
cos  Y'  — — cos  4 cos  <p  cos  0 — sin  4 s'n  9 j 

et  si  par  les  axes  z,u,  on  conçoit  un  arc  de  grand  cercle 
ZUL  = 1 00  *T- , le  triangle  sphérique  rectangle  URL  donnera 

cos  Z'  = cos  4 sin  t. 

Soit  en  outre  AV  [Tig.  87]  l’axe  des  t>  perpendiculaire 
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au  plan  tu  ; si  l’on  imagine  les  arcs  de  grands  cercles  VNQ , 
TJIK , V SK  , les  deux  triangles  sphériques  NQR , KSR 
seront  visiblement  rectangles,  l’un  en  N, l’autre  en  K,  et 
donneront 

— cos  X"=sin  tp  sin  0;  cos  Y"  = cos  tp  sin  0. 

Enfin,  il  est  assez  évident  que  l’on  aura 

Z*  = 0 , ou  cos  Z*  = cos  0. 

Concluons  de  là  que  les  formules  (6)  et  (g)  n°  1 3 1 , de- 
viendront respectivement 

x = t ( cos  0 sin  <p  sin  4 -f-  cos  <p  cos  4 ) 
u{ cos0  sin  tp  cos  4 — cos  p sin  4 ) 

— v sin  0 sin  <p , 

y = t ( sin  tp  cos  4'  — cos  « cos  tp  sin  4 ) 

— P u( cos  0 cos  tp  cos  4 ■+•  sin  tp  sin 4» ) 

-+-  v sin  0 cos  , 

s = rsin  0 sin  4 + w sin  0 cos  4-  + v oos  0 , 
et 

t — x ( cos  0 sin  <p  sin  4"  -f-  cos  <p  cos  4’  ) 

> + y (sin  tp  cos  4-  — cos  6 cos  p sin  4'  3 

-Hz  sin  0 sin  4, 

u — x ( cos  0 sin  <p  cos  4 — cos  <p  sin  4 ) 

— y ( cos  0 cos  p cos  4 -f*  sin  <P  sin  4 ) 

-H  z sin  0 cos  4 , 

v ~ — arsin  0 sin  p -f-jy  sin  0 cos  < p -f-  z cos  0. 

Ce  sont  ces  formules,  employées  pour  la  première  fois  par 
Euler,  que  Lagrange  a données  dans  sa  Mécanique  analy- 
tique j tom.II , page  220,  et  que  M.  Laplace  a publiées  aussi 
dans  sa  Mécanique  céleste,,  toiu.  I,  pag.  5g.  Nous  observerons 
cependant  qu’aiiu  de  faire  coïucider  les  résultats  précédées 
avec  ceux  que  M.  Laplace  a obtenus  par  la  méthode  des 
transformations  successives,  il  faudrait  ici  changer 4 ea 
p , faire  sin  0 négatif,  et  prendre  la  valeur  de  y en  moins. 
Ces  cliangemens  de  signes  résultent  seulement  de  la  .dispo- 
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sition  des  axes.  Si  dans  nos  formules  on  faisait  if*  = o,  et 
v =0,  on  retomberait  sur  celles  (6")  du  n°  i34;  cela  est  de 
toute  évidence. 

i36.  Ces  formules  générales,  quoiqu’assez  compliquées  , 
sont  cependant  très  utiles  en  Mécanique  : elles  ont  cet 
avantage  qu’elles  ne  dépendent  que  de  trois  arbitraires , 
tandis  qu’il  en  entre , neuf  dans  celies  du  n°  1 32.  On  pour- 
rait à la  vérité,  comme  l’a  fait  Monge  , introduire  dans  ces 
dernières , des  fonctions  de  trois  arbitraires  qui  tinssent  lieu 
des  six  autres  qu’on  voudrait  faire  disparaître;  mais  il  en 
résulterait  nécessairement  des  expressions  radicales  peu 
commodes  dans  les  applications  (*). 

En  réduisant  à cinq  le  nombre  de  ces  arbitraires  » 
M.  Gergonne  est  parvenu , par  l’analyse  algébrique , à de 
nouvelles  formules  rationnelles  et  symétriques  "applicables 
à la  transformation  d’un  système  de  coordonnées  rectangles 
à un  autre  système  également  rectangle  (**).  Celles-ci  dé- 
rivent de  cette  considération , qu’un  changement  quel- 
conque de  situation  d’un  angle  trièdre  dans  l’espace , autour 
de  son  sommet , peut  être  opéré  par  un  mouvement, 
unique  de  rotation  autour  d’un  axe  fixe.  Ou  les  obtient 
très  directement  à l’aide  du  seul  principe  de  Trigono- 
métrie sphérique  déjà  employé  ci-dessus. 

Soient  x,  y , z £ iig.  1013,  les  coordonnées  rectangulaires 
primitives,  et  t,  u,  v trois  autres  coordonnées  rectangu- 
laires de  même  origine  A.  Soit  en  outre  r l’axe  fixe  A r 
autour  duquel  on  suppose  que  tourne  le  système  primitif 
pour  prendre  la  position  t,  u,  v.  Dans  cette  hypothèse , les 
angles  sphériques  trx , ury , vrz  seront  égaux  et  seront 
chacun  la  mesure  de  cette  rotation.  Désignons  l’un  de  ces 
angles  par  t , et  faisons  comme  au  n°  i3i, 

«s 

{*)  y ayez  le  Traité  de  Cale,  différ.  et  de  Cale,  intégr . , par 
M.  Lacroix,  a*  «lit.,  tome  I,  page  533. 

(*')  Annales  de  Mathcm. , tome  Vil,  page  *>7 ■ 
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angle  (t,  x ) = X,  angle  (t , y)  — Y,  angle  (/,  2)  = Z , 
angle  (u,  x)  = X',  etc. 
angle  (v,  x)  = X",  etc. 

Faisons  de  plus,  pour  abréger  , 

cos  (r,x)=a,  cos  (r,y)  = b,  cos  (r,z)—c, 
sin(r,ar)=«,  sin  (r,y)=0,  sin(r,z)  = y, 
cos  6 — x,  sin  8 = ft  ; 

nous  aurons  ces  deux  relations 

a%  + b%  + ea  = 1,  (A) 

A»  + /**  = t.  (B) 

Cela  posé,  le  triangle  sphérique  trx  donne,  à cause  que 
angle  (r , x)  = angle  (r,  t)  , 

• cos  (r,  x)  = -f-  a1  cos  8 ; 

mais  a*  = 1 — a*,  donc 

cos  (t,  x)  = a*  (1  — cos  8)  -f-  cos  8. 

Le  triangle  sphérique  tyr  donne  de  même , à cause  que 
l’angle  dièdre  (tr,  ry)-=(?x,  ry  — 8)  , 

cos  (*  > JK)  = ab  + cos  ( rx , ry  — #) 

— ab  - f-  a0  cos  ( rx,  ry)  cos  8 
+ sin  ( rx , ry)  sin  8 ; 

et  comme  le  côté  xy  du  triangle  sphérique  xyr  est  d’un 
quadrant,  on  a 

o = ab  + a$  cos  (r* , ry), 

d’où  l’on  tire 

et$  cos  (rx,  /y)  — — ab , 

<tj3  sin  (rx , jy)  = ^ **/8*  — a*b% 

— V 1 — «*  — b*  = ±:  c;. 

ainsi 

c°s  (i,,y)  = ab  ( 1 — cos  6)  ± c sin  6. 
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Pareillement  le  triangle  sphérique  tzr  donne 

cos  (< , s)  = ac- 4-  c ty  cos  ( rx  , rz  — fl  ) ; 

et  comme  le  triangle  sphérique  xrz  dont  le  côté  xs  est  égal 
au  quadrant,  fournit  cette  relation 

o = ac  -f-  ay  cos  ( rx  , rz)  , , 

on  a de  même  que  ci-dessus 

cos  ( t , 2)  = ac  (i  — cos  fl)  ± b sin  fl. 

Pour  lever  l’ambiguité  des  signes,  considérons  ces  formules 
dans  un  cas  particulier.  Par  exemple,  supposons  angle  (t,x) 
— angle  (t,y)  = angle  (t,  2)  ; alors  l’axe  de  rotation  r 
sera  placé  symétriquement  par  rapport  aux  axes  des  coor- 
données xyz , et  il  n’y  a pas  de  doute  que  quand  on  fera  , 
par  un  tiers  de  rotation  complète , coïncider  l’axe  des  t avec 
celui  des  y,  on  aura 

angle  ( t , x ) = iQ,  angle  (*,y0  = o,  angle  (f,  2)  = iQ , 
ou 

cos  X = o , cos  Y = 1 , cos  Z = o , 
et  ô = 5 de  circonférence. 

Ainsi,  dans  la  même  circonstance,  de  l’équation  (A)  l’on 
tirera 

a = b=c=  \/ 1 = i t/3, 
et  l’on  aura 

COS  6 = A = — t,  I — A = 5, 

sin  6 =>  = ï t/3, 

ab  — ac  = ^ , cp  — bfix=  i , 
ab  (l  — A)  = ac  (l  — 2)  = j ; 

ce  qui  donne 

cos  (t,y)  = cos  Y = l ± ; = 1 , 
cos  (t,  s)  = cos  Z = J ± j = o , 
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et  prouve  que  pour  00s  Y , il  faut  prendre  le  signe  supé- 
rieur, tandis  que  pour  cos  Z îl  faut  prendre  le  signe  infé- 
rieur. 

On  a donc  définitivement , 

cos  X = a1  (1  — a)  -f-  a, 

cos  Y = aù  ( 1 — a)  4~  cfc , 

cos  Z — ac  ( 1 — a)  — b fi. 

Pareillement 

cos  X'  = i1  (1  — a)  -J-  a j cos  X"  — c1  (i  — a)  a, 

cos  Y'  = bc  (1  — a)  + a fi,  cos  Y'  — ca  (1  — a)  -j-bft, 

cos  21  = ab  (1  — a)  — cft , cos  21  = bc  (1  — A)  -*-(ift. 

Telles  sont  les  valeurs  à substituer  dans  les  formules  (6') 

pour  obtenir  celles  de  M.  Gcrgonne,  dans  lesquelles  des 
cinq  arbitraires  a,  b,  c,  A,  fi  qui  sont  liées  entre  elles 
par  les  deux  relations  (A , B) , les  trois  premières  fixent  la 
position  de  l’axe  r de  rotation  à l’égard  des  axes  primitifs 
x,y,z,  et  les  deux  autres  déterminent  la  quantité  de 
cette  rotation. 

Si  l’on  voulait  passer  du  second  système  (t , u,  v)  au  sys- 
tème primitif  (æ,  y,  s),  il  faudrait  faire  usage  des  formules 
(9)  ; et  la  seule  différence  qui  existerait  entre  celles-ci  et 
les  trois  précédentes , c’est  que  fi  aurait  changé  de  signe. 
Cela  tient  à ce  que  dans  la  première  transformation  l’angle 
i est  considéré  comme  positif,  et  que  dans  la  second  trans- 
formation il  doit  être  pris  négativement. 

137.  Lorsqu’une  droite  R passe  par  l’origine  des  axes, 
et  que  xyz  sont  les  coordonnées  d’un  de  ses  points,  l’on  a 

jc  — R cos  X , y — R cos  Y , z = R cos  Z ; 

or  des  trois  angles  X,  Y,  Z,  deux  seulement  sont  indé- 
pendans,  puisque  l’on  a la  relation 

cos2  X -f-  cos2  Y 4-  cos1  Z — 1. 

Dans  ces  dernières  formules , la  droite*  R se  nomme  lç 
rayon  vecteur  de  ce  point,  et  l’origine  A est  le  pôle  d’où 
partent  les  rayons  vecteurs  des  divers  points  de  l'espacé. 
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Lorsqu’on  projette  le  rayon  vecteur  sur  l’un  des  plans 
coordonnés  , sur  le  plan  dès  xy,  par  exemple,  la  position 
de  ce  rayon  est  donnée  pair  l’angle  qu’il  fait  avec  sa  projec- 
tion et  par  l’angle  que  sa  projection  fait  avec  l’axe  des  x. 
Soient  en  effet  fl  le  premier  angle  MAM'  [fig.  88]  , et  <p  le 
second  P AM',  et  faisons  de  plus  AM  = R,  AM'  = r;  on 


aura 

r — R cos  fl  ; 

mais 

x ~r  cos  <p , y=rsin^,  z = Rsinô, 

puisque  AP,  PM',  MM'  sont  les  coordonnées  rectangu- 
laires du  point  M -,  donc 

* — R cos  ô cos  <p,  y = R cos  8 sin  <p,  z=Rsinfl. 

On  tire  delà,  pour  les  valeurs  des  tangentes  trigonométri- 
ques  que  les  projections  verticales  du  rayon  vecteur  R font 
avec  l’axe  des  z , 

* cos  fl  cos  9 y cos  6 sin  <p 

z '■  sin  6 ’ z sin  ô 

Si  les  axes  des  coordonnées  étaient  obliques  entre  eux , il 
est  visible  que  les  valeurs  de  r,  x,y,  z auraient  générale- 
ment la  forme 


r = R/>,  x = rm,  y — rn,  z = R<y  ; 

p,  m ,n,q , représentant  alors  des  rapports  de  sinus  d’an- 
gles; et  de  là,  on  tirerait,  comme  ci-dessus, 

„ b x __pm  y pn 

* = R pm,  y — Rpn,  - — — , “—y. 

De  sorte  que  si  une  droite , passant  par  un  point  donné 
x' ,y  , z , était  rapportée  à ces  mêmes  axes  obliques,  ses 
équations,  qui  seraient 

x — *'  = a ( z — z'),  y — y'  = fr(z  — z'), 
se  changeraient  en  celles-ci , 

x — x'=  — (z  — z')  , y 

q . - 
Cette  remarque  trouvera  son  application  par  la  suite. 


-y=f  (—a 
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CHAPITRE  IV. 


Discussion  abrégée  des  Surfaces  du  second  ordre. 


1 38.  L’équation  générale  du  second  degré  entre  les  trois 
•variables  x ,y , z , est 

•As’-f-  Bya+  Car’-}-  Dzy  + JLxz  -f-  Fyx  | _ 

4*  O z ■}■  Hy  -f-  Kar  -|-  L 

Elle  représente  une  surface , à moins  que  quelque  valeur 
particulière  des  coefficicns  constans  ne  rende  toujpurs  ima- 
ginaire l’une  de  ces  variables.  En  la  résolvant  par  rapport 
à z on  parvient  à un  résultat  de  cette  forme 


|=o.  (a) 


_ (Dy  + E*  + G) 


2 A. 


puisqu’en  faisant 

Da — 4AB  = u,  a(DE  — 2AF)  = é,  Ea — 4AC  = c, 

2(  DG  — 2 AH)  = d , a(EG  — 2 AK)  = «• , G“  — 4AU= f, 


on  a 


]/M  = ]/ ( ay%  -f-  bxy  + c*a  -f-  dy  -}-  ex  + f). 

Il  résulte  de  là  qu’en  laissant  de  côté  la  quantité  radi- 
cale, l’équation  restante 

2 A z -f  Dy  -f-  Ear  -}■  G = o, 

est  celle  d’un  plan  diamétral  jouissant  par  rapport  aux 
surfaces  du  second  ordre  de  la  même  propriété  que  les  dia- 
mètres à l’égard  des  courbes  planes  de  cet  ordre. 

Un  changement  convenable  des  coordorfnées,  en  simpli- 
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fiaJIt  l’équation  (a),  la  rend  susceptible  d’èlre  discutée 
avec  facilité.  D’abord  si  l’on  fait 

* = *'  +a> y—ÿ  + b,  z = z'  + c, 

abc  étant  les  coordonnées  de  la  nouvelle  origine,  on  ob- 
tiendra une  équation  de  même  forme  que  la  précédente , 
c’est-à-dire , 

Aî'*+  B/*+  C*'*+  D z'y'+  Zx'z'+  FyV  i _ 

-f-  GY-f  H y + EV+L'  J — ’ ' * ' 

et  posant 

G'  = o,  H'  = o,  K'  = o,  (c) 

les  termes  affectés  des  premières  puissances  des  var^bles 
disparaîtront.  Ces  dernières  équations  étant  linéaires  en 
abc , comme  le  -prouve  le  résultat  de  la  substitution  indi- 
quée , on  en  déduit  nécessairement  des  valeurs  réelles  pour 
ces  quantités;  ainsi  l’équation  (b)  se  réduit  à 

C*'a-f-  D*y+  EY*'  1 _ . ,r\ 

+ FyV-f-  L'  }~°’  W 

celle-ci  restant  la  même , en  y supposant  les  coordonnées 
x ,y  , z’  négatives;  il  est  aisé  de  conclure  que  toute  droite, 
menée  par  l’origine  et  interceptée  par  la  surface,  sera  di- 
visée en  deux  parties  égales  à cette  origine  : ce  point  sera 
donc  le  centre  de  la  surface. 

Il  pourrait  arriver  cependant  que  certaines  videurs  par- 
ticulières des  coefficiens  qui  entrent  dans  les  équations  (<?) , 
rendissent  infinies  lès  valeurs  de  a,  b,  c;  dans  ce  cas,  le 
centre  de  la  surface  courbe  serait  infiniment  éloigné  de 
l’origine  des  coordonnées,  comme  l’est  celui  de  la  parabole 
parmi  les  courbes  du  second  ordre. 

Pour  donner  mainténànt'One  nouvelle  direction  aux  axes 
des  x , y , z supposés  rectangulaires , on  fera  dans  l’équa- 
tion (tf),  t . _ < 

x'  = mx"  -f-  m'y"  -f-  mnz" , 

' ' y'  nx"  •+■  ny"  n"x", 

z'  = px"  + Py  -h  p”z-, 
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Ce  qui  procurera  Une  équation  de  la  forme 

Mzffï+N/14-Px"*+Q2j''+R^V+%'*,4;t==®î  0*0 

et  l’on  aura  en  vertu  du  n°  116  les  trois  relations 

m‘  + »'  jjh  P1  = 1 » ' vA.'\  . 

m'*  + + />'*  = » > (0 

m"a+  «'a4-  p'*=  ». 

Des  neuf  constantes  qui  entrent  dans  ( ri)  par  suite  de 
cette  substitution , et  qui  sont  assujetties  aux  seules  condi- 
tions (i),  six  seront  arbitraires  et  rendront  la  transforma- 
tion dont  il  s’agit  susceptible  d’être  effectuée  d’une  infinité 
de  manières;  mais  en  conservant  les  nouveaux  axes  perpen- 
diculaires entre  eux , on  aura  de  plus  les  trois  relations  sui- 
vantes (n° i32  ), 

mm'  -f-  nri  -f-  pp’  = o , s 
. mm"  -|-  nn"  + pp"  r=  o , t (2) 

mm'  + ri  ri'  -+-  p'p"~  o;  ) 

d’où  l’on  voit  qu’il  ne  restera  plus  que  trois  constantes  dont 
on  pourra  disposer  pour  chasser  de  (ri)  les  rectangles  des 
coordonnées , et  par  conséquent  pour  ‘rendre  le  problème 
déterminé.  Posant  donc  . 

S = o,  R = o,  Q=o, 

et  formant  réellement  le  développement  de  ces  derniers 
coefficiens,  ce  qui  sera  fort  aisé,  à cause  de  la  symétrie  des 
calculs , on  aura 

2 A pp'  -f-  D (pri  -}-  np'  ) 

’ + 2 B hri  -J-  E (pm  -f-  mp'  ) 

-f-  2 C mm'  -f-  F (nm'  -f-  mri  ) — o. 


2 kpp  -f-  D (pri'  + np"  ) 

-f-  2 Bnra"  -j-  E (pm"  -+•  mp"  ) 

■+•  2 Cmm"  -f-  F(nm"  -f-  mri  ) = o,  | 

3 Ap'p"  "4"  D(p'n”  -f-  ri p"  ) 

+.2  Brin"  + E (p'm"  + m’p ") 

+ 3 Cm'm"+  ¥(rim"  jri  ri)  = o. 


(3) 


*Sb 
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Au  lieu  de  combiner  à la  manière  ordinaire  les  équations 
(i)  (2)  (3),  pour  déterminer  les  Valeurs  des  neuf  constantes 
d’oii  dépend  la  position  des  nouveaux  axes  x"  ,y“ , a" , il  est . 
plus  simple  et  plus  élégant  de  procéder  ainsi  qu’il  suit. 

Soient  x = as,  y = 0z  les  équations  de  l’axe  des  cet 
axe  fera  avec  chacun  des  axes  primitifs,  des  angles  X,  Y , Z 
dont  les  cosinus  seront  (n°  120) 


cos  X-- 


' v/i-h*“+j3a 


— — m,  cos  Y r= 


/3 


\/  l + *a  + ^ 


cos  Z = 


ainsi  on  aura 


V/i4-“2+^ 

m — , n = 0p. 


êr.=P 


Pareillement  x— a! z,  y — fi!  z étant  les  équations  de  l’axe 
des  y“ , et  x = a!'z , y — 0"z  celles  de  l’axe  des  z",  on  aura 

m!  =.  a! p , n'  = fi'p', 
m"  = a."p">  •»"  = fiV- 

Substituant  ces  Valeurs  dans  (3) , ces  relations  pren- 
dront cette,  forme  : 

(4£a  +F0  +E)<t'+(2BjS  -f-F<t  +D)/3'-fEa  +D0  +2A=o,  } 

(2&.  +F/3  +E)«"+(2B/8  -f-F«  +D)/3"+Ea  -f-D/3  -f-2A=o,  > (3') 
(2Ca''-f-F/3'-f-E)*  -J-(aB/3" -+-Fa"+D)/3' -f-E«."-)-D/3"-f-2A=o.  ) 


Si  l’on  élimine  a et  0'  entre  la  ir*  de  ces  équations  et 
celles  x —ttz,  y — fi'z  de  l’axe  des  y" , on  obtiendra 

(2C«t-}-F^-l-E)*-}-(2B|34-Fct-f  D)y+(E*-J-D^-f-2A)z=o.(4) 

• * • '*  * 

C’est,  comme  l’on  voit,  l’équation  d’un  plan  passant  par 
l’origine  des  coordonnées,  et  dans  lequel  doit  être  pris 
l’axe  des  y"  pour  que  la  transformée  (cF)  soit  débarrassée  du 
terme  en  x"y".  Or  l’élimination  de  <t"  et  fi"  entre  la 
deuxième  équation  (3')  et  celles  x ==  <t’  z , y = 0" z qui 
fixent  la  position  de  l’axe  des  z",  conduisant  à la  même 
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équation  (4) , il  s’ensuit  que  si  l'on  trace  à volonté  dans  le 
plan  y"z"  que  représente  cette  équation,  les  deux  axes  y',  a"i 
la  transformée  (</)  n’aura  plus  de  termes  en  x"y"  et  x"z“. 
De  plus  la  troisième  équation  (3')  qui  fait  disparaître  le 
ternie  en  y" z",  laisse  indéterminée  l’une  des  quantités  «' 
et  y,  lorsque  l’on  se  donne  a"  et  fit'  ; il  y a donc  une  in- 
finité d’axes -obliques  qui  réduisent  l’équation  (tf)  à cette  < 
autre 

(r)  ' Ms"*  + N/*  + P*"*  -f  T = o . 

Mais  l’existence  des  relations  (2)  constituant  la  perpendi- 
cularité des  nouveaux  axes, on  ex  primera  analytiquement  que 
l’axe  des  xu  donné  par  les  équations  x — «z,  y — fiz , est 
perpendiculaire  au  plan  des y’z  représenté  par  l’équation 
(4) , au  moyen  de  ces  deux  autres  relations  ( n°  1 09)  : 

a(A  — B)^+D(/S*—  ■)  + (&»— F)*  = o,  (5) 

2(A  — C)*+E(«* — i )4- (Dtt  — F)(8=  o.  (6) 

« < * 

Alors  en  prenant  la  valeur  de  a dans  la  relation  (5)  et 
la  substituant  dans  celle  (6) , on  aura 

[ 2(C  — B ) ED  + (D*— E*)  F 
+[4(C-B)(A— B)E+(2F*— D*— E*)E+2(2A-C-B)DF](8* 
-F[4(A— C)(A— B)F+(2E»— D*— F*)F-f2(2B— C— A)DE],3 
4-  a(C  — A)  DF  -f-  ( D*—  F*)  E = o. 

L’inconnue  |3  donnée  par  cqtte  équation  du  troisième  degré 
aura  au  moins  une  valeur  réelle  ; par  suite  la  relation  (5) 
fournira  égalemen^pour  et  une  valeur  réelle  : ainsi  l’axe  des 
.«"déterminé  de  la  sorte  sera  non-seuleraent  perpendiculaire 
au  plan  des  y" z , mais  en  outre  jouira  de  la  propriété  de 
priver  l’équation  (d)  des  rectangles  x“y“ , z V'.  D’un  autre 
côté  la  direction  de  l’axe  des  y"  dépend  de  <t'  et  /s'  : or,  il 

n’est  pas  difficile  de  voir  , d’après  l’analyse  précédente,  et  à 
cause  de  la  forme  des  relations  (3'),  que  fi'  serait  donnée 
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par  la  même  équation  du  troisième  degré  que  nous  venons 
île  trouver.  Donc  cette  équation  a ses  trois  racines  réelles  : 
l’une  d’elles  donne  fi,  l’autre  fi'  et  la  troisième  fi".  Ces  trois 
quantités  trouvées,  on  obtiendra  et , a , et"  au  moyen  de  l’é- 
quation (5).  Cette  manière  de  prouver  qu’il  existe  dans 
tous  les  cas  un  système  unique  d’axes  rectangulaires  suscep- 
tible de  ramener  l’équation  générale  (a)  à la  forme  (e) , est 
exposée  avec  beaucoup  de  détail  dans  les  Annales  de  Mathé- 
matiques, tom.  11,  p 1 44-  Nous  engageons  le  lecteur  à re- 
courir, pour  déplus  amples éclaircissemens, à cette  précieuse 
collection  ; il  y verra  que  l’équation  du  troisième  degré  en  fi 
présente  quelques  particularités  remarquables,  lorsqu’on 
suppose  nul  séparément  le  coefficient  de  fi1,  ou  en  même 
temps  ce  coefficient  et  le  terme  indépendant  de  cet 
angle. 

1 3q.  L’équation  (_e)  étant  résolue  par  rapport  à l’une 
quelconque  des  variables , donne  deux  valeurs  égales  et  de 
signes  contraires  ; ainsi  la  surface  courbe  qui  résulte  de  cette 
équation  est  divisée  en  deux  parties  égales  par  chacun  des 
plans  coordonnés , et  l’origine  des  ax^  x“y z" , qui  a pour 
coordonnées  abc,  est  le  centre  de  cette  surface:  cependant 
si  l’on  trouvait  pour  abc  des  valeurs  infinies  (na  i36)  , la 
surface  serait  évidemment  dépourvue  de  centre,  et  l’équa- 
tion (a)  ne  pourrait  plus  être  ramenée  à la  forme  que  pré- 
sente (e);  mais  voici  le  moyen  d’obvier  à cet  inconvénient. 

Pouvant  d’abord  faire  disparaître,  de  l’équation  générale 
(a)  , les  rectangles  des  coordonnées , on  tombera  sur  un  ré- 
sultat de  la  forme 

(f)  A^4-By-f-C**-f  Gz  + Hy-f-lfor  + L=o;  ‘ 

et  faisant  ensuite 

* ' . ! . #’  ‘ r 

x = *'-t-a,  +b,  b=z'+c, 

on  disposera  des  constantes  arbitraires  a bc,  soit  pour  chasser 
le  terme  tout  connu,  et  n’avoir  par  conséquent  que 

A z'*  + By'“  GV  -f  H '/  + K.V=  o. 
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soit  pour  l'aire  disparaître  trois  termes,  afm  de  parvenir  à 
l’équation 

(g)  A*'4  + B/4  + Cx'2  +KV  =o  ; 

laquelle , quoique  plus  simple  que(_/") , comprend  néanmoins , 
comme  cette  dernière , toutes  les  surfaces  du  second  degré. 

i4o.  Nous  pouvons  à présent  discuter  aisément  ces  sur- 
faces ; mais  nous  nous  bornerons  à en  rappeler  les  proprié- 
tés les  plus  remarquables.  Occupons-nous  d’abord  des  surfaces 
qui  sont  comprises  dans  la  formule  , * 

(0  Mi»  -+-%*  4-  P*4  T = o. 

On  a déjà  vu  (n°  186.  L.  C.  ) que  les  sections  faites  dans 
une  surface  sont  très  propres  à en  faire  concevoir  la  nature , 
et  qu’il  convient,  pour  plfks  de  simplicité,  de  les  prendre 
parallèles  aux  plans  coordonnés  : nous  nommerons  par  cette 
raison,  sections  parallèles 3 celles  qui  ont  lieu  dans  cette  hy- 
pothèse; quant  aux  traces  de  la  surface  sur  les  plans  coor- 
donnés, on  les  nomme  sections  principales.  On  désigne  aussi 
sous  le  nom  d'axeç principaux , ceux  des  xyz,  lorsqu’ ils  sont 
rectangulaires. 

Cela  posé , supposons  que  MNP  soient  positifs;  et  pour 
obtenir  les  sections  principales  de  la  surface,  faisons  succès 
sivement  i = o,y=o,  z=o;  qn  aura 

Mz4  -+■  Ny  + T = o,  v 

Mz4  4-  P*4  4-  T = o,  [ (A) 

Ny  + P*4  + T'=  O,  j 

équations  qui  ne  donnent  des  ellipses  réelles  que  lorsque 
T est  négatif,  et  qui  représentent  celles  d’un  point  placé 
à l’origine  même  des  axes,  lorsque  T est  nul. 

Si  nous  imaginons  en  outre  trois  plans  coupans  respec- 
tivement parallèles  aux  plans  coordonnés,  leurs  équations 
seront  ( n°  n6  ) 

* = <*'»  y=P',  * = y', 

. s ' .•  « *V  . ‘ V ■ * 

• l 
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et  par  conséquent,  celles  des  communes  sectious  de  cea 
nouveaux  plans  avec  les  surfaces  du  second  ordre  douées 
d’un  centre,  auront  la  forme 

M*»- +%»'=?  U,  1 

Mza  4-  P*1  = U' , \ (b) 

%•  + P.V*  = U".  ( 

Ces  équations  appartiennent  évidemment  à des  ellipses  qui 
ont  leurs  centres  sur  les  axes  des  x,  y,  s ; mais  comme  œ',/3',y/ 
sont  des  constantes  arbitraires,  on  conçoit  que  U,  U',  U">  * 

qui  sont  des  fonctions  de  ces  constantes,  peuvent  devenir 
nuis,  positifs  ou  négatifs.  Dans  le  premier  cas,  les  sections 
parallèles  se  réduisent  chacune  à un  point  ; dans  le  second 
cas  elles  sont  réelles;  et  dans  le  troisième  elles  sont  imagi- 
naires: ainsi  la  surface  que  nous  considérons,  et  à laquelle  - 
on  a donné  le  nom  d ’ ellipsoïde , est  limitée  dans  tous  les  sens, 
et  est  douée  de  six  sommets  réels. 

Pour  s’assurer  à priori  que  cette  surface  enveloppe  l’es- 
pace de  toutes  parts,  menons  un  rayon  vecteur  quelconque 
par  l’origine  des  coordonnées,  et  à cet  effet  faisons,  n°  137, 

x — /raR , y = »R,  z — pR; 

à l’aide  de  ces  valeurs  l’équation  (e)  deviendra 
MpaRa  + N/i’R*  + P/re’R*  4-  T = o , 
et  donnera 

x,  v-T  ; 

y' M/>“  4-  Nre*  4-  P”1*  ' 

quantité  qui  est  toujours  réelle,  puisque  T doit  être  né- 
gatif, et  qui  ne  peut  jamais  devenir  infinie,  quelle  que  soit 
la  position  du  rayon  vecteur  R. 

Si  deux  des  coefficiens  M , N , P étaient  égaux , que  l’on 
eût,  par  exemple,  N = P,  la  troisième  équation  (b)  deviea- 
U . ‘ 

drait  + ar*  = — ; c’est-à-dire  qüe  toutes  les  sections 
parallèles  au  plan  des  xy  seraient  des  cercles;  et  comme  les 
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deux  premières  équations  (A)  deviendraient  identiques , il 
s’ensuit  que  la  surface  proposée  serait  un  ellipsoïde  de  révo- 
lution autour  de  l’axe  des  s. 

Lorsque  M = N = P,  l’équation  (e)  représente  évidem- 
ment celle  d’une  sphère  dont  le  centre  est  k l’origine,  et  dont 
, / T ' 

le  rayon  = \J  — - ne  peut  être  réel  que  dans  le  cas  où 
T est  négatif. 

Enfin , si  l’on  avait  M = o , l’équation 
Ny»-f-P*»  + T = o, 

serait  celle  d’un  cylindre  dont  l’axe  coïnciderait  avec  celui 
des  z. 

L’équation  (e),  dans  laquelle  on  supposerait  T = — T', 
deviendrait 

M z’  -f-Px*  — T = o; 


et  il  est  remarquable  que  si  l’on  fait  dans  celle-ci , 

M i N i P i 
T' 


1 N__i_ 

C“  ’ T*  A*  ’ r 


on  a 


a*  AV  + aVy*  + iVi1  =a*4V; 

équation  symétrique  à l’égard  des  demi-axes  principaux  a , 
A,  c,  et  qui  est,  par  rapport  aux  surfaces  courbes  du  second 
ordre,  ce  qu’est  l’équation  (n°  5o)  par  rapport  aux  lignes 
du  même  ordre.  Dans  le  cas  où  M = N,  ou  ce  qui  est  de 
même , lorsque  b = c , on  a seulement 

a’fz1  + J1)  + AV  = d'b\ 

Telle  est  l’équation  de  l’ellipsoïde  de  révolution  : ses  axes 
sont  2 a et  2 b,  et  son  axe  de  rotation  est  celui  des  x , ainsi  qu’il 
est  facile  de  s’en  assurer. 

Enfin,  lorsque  M = N ==  P , ou  , ce  qui  est  de  même, 
quand  a = b = c,  on  a simplement 

*'•¥?*  +s*  =«’  i 
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c’est  j comme  l’on  voit  , l’équation  de  la  surface  d’une  sphère 
du  rayon  a. 

r4**  Examinons  maintenant  la  nature  de  la  surface  con- 
tenue dans  l’équation  («) , lorsque  quelques-uns  des  coeffi- 
ciens  sont  négatifs;  posons  par  exemple 

(e')  Ms*  — Nya  — Pxa  + T = o ; 

les  tracts  de  cette  surface,  ou  ses  sections  principales, 
auront  pour  équations 

Mza  — Ny  + T = o , ï 
Ma«  — P»*+.T=0,  [ (h') 

%*  4-  P*1—  T = o;  ) 

la  dernière  appartient  à l’ellipse,  et  les  deux  autres  sont 
à l’hyperbole.  Quant  aux  sections  parallèles , elles  seront 
données , comme  ci-dessus , par  des  équations  de  la  forme 
Mza  — Ny*  = U , ■) 

Mza  — Pxa  = U' , [ (ï) 

%*  -fPz*  = ü%  3 

et  donneront  naissance  à des  courbes  de  même  espèce  que  les 
équations  {h').  Il  peut  arriver , dans  ces  équations , que  T 
soit  positif  ou  négatif,  ce  qui  fait  deux  cas  faciles  a discu- 
ter ; mais , dans  l’un  comme  dans  l’autrç,  ces  surfaces,  indé- 
finies dans  tous  les  sens  sont  des  hypertibloïdcs  qui  ont  une 
ou  deux  nappes j par  conséquent , quatre  ou  deux  sommets 
réels. 

Si  dans  l’équation  («')  on  fait  comme  précédemment 

P _ 1 N 1 M __j_ 

T ~’"aa’  T b*’  T ca’ 

on  aura  - , ,• 

6V*a  -f-  «acy  — aaèaza  = a’iV 

pour  celles  de  l’hyperboloïde  à une  nappe  Tapportée  à ses 
axes  principaux*  Cette  hyperboloïde  est  de  révolution  lorsque 
N = P , ou  a = b ; et  son  équation  est 
ca(*a  — aV  — aV. 
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Quant  à l’hyperiJoloïde  à deux  nappes,  son  équation  est 
évidemment 

a'fc’z4  — a4c4y4  — ù4c4x4  = a’AV, 

et  l’égalité  des  coefficiens  a,  b caractérise  qu’il  est  de  révolu- 
tion : dans  ce  cas , son  équation  est 

aV  — c4  (x4  + y*)  = a'c\ 

• • 

Si  l’équation  («')  était  réduite  à 

Ma4—  Ny-f  T=  o, 

ce  qui  a nécessairement  lieu  lorsque  P = o , on  retomberait 
sur  l’équation  d’un  cylindre  perpendiculaire  au  plan  des 
x y , et  dont  la  base  serait  une  hyperbole. 

Enfin , si  on  avait  . 

Ms4  — Ny4  — Px4=‘o, 

auquel  cas  T = o,  la  troisième  des  équations  (A') appartien- 
drait à un  point  qui  serait  l’origine  même  des  coordonnées  ; 
et  les  deux  premières , qui  sont  en  général  à l’hyperbole , ne 
donneraient  plus  que  des  lignes  droites;  d’où  il  est  aisé 
de  conclure  que , dans  l’hypothèse  actuelle,  l’on  a une  sur- 
face conique  dont  le  sommet  est  à l’origine  des  axes , et 
qui  est  asymptote  à l’hyperboloïde  à une  nappe.  On  tirerait 
la  même  conséquence  par  rapport  à l’hyperboloïde  à deux 
nappes. 

142.  Pour  terminer  la  discussion  des  surfaces  courbes 
du  second  ordre , reprenons  leur  équation  générale 

(g)  A*4  + By4  + C*4  + Kx  = o, 

qui , comme  il  serait  facile  de  le  démontrer,  renferme  aussi 
l’ellipsoïde  et  Fhyperboloïde;  mais  afin  d’en  compléter  l’ana- 
lyse, supposons  que  C soit  nul , on  aura  simplement  alors 

(g”)  As4  -f  By4  + Kx  ^ o ; 

et  les  équations  des  sections  principales  seront 
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A z4  + By 


-,  <• 


' A za  -f  Kx  = o, 

By  + Kx  = O. 

■ La  première  ne  donne  qu’un  point  ; mais  la  seconde  et  la 
troisième  produisent  la  parabole , si  x ou  K est  négatif  ; et 
comme  les  sections  parallèles  ont  pour  équations 


• Az*  + By  ==  U , 
A^+Kx  = U\ 


A 


«■f  By*+Kx=U", 

la  surface  que  l’on  considère , et  qui  est  dépourvue  de 
centre , prend  le  nom  de  paraboloïde  elliptique.  L’hypothèse 
A = B la  rend  de  révolution. 

Lorsque  A ett  B sont  de  signes  différens , l’une  des  sections 
principales  est  le  système  de  deux  droites,  et  les  sections 
parallèles  correspondantes  sont  des  hyperboles^  Quant  aux 
deux  autres  sections  principales , elles  restent  de  nature 
parabolique , et  c’est  pour  cette  raison  que  la  surface  pro- 
posée est  celle  du  paraboloïde  hyperbolique.  Elle  n’a  pas 
non  plus  de  centre,  mais  elle  est  douée  de  deux  plans 
asymptotes,  passant  par  les  droites  dont  il  s’agit,  et  par 
l’axe  des  x.  Cette  surface  se  trouve  aussi  donnée  par 
l’équation 

xy  •+•  Gz  = o ; 

car , premièrement , toute  section  parallèle  au  plan  des  xy  , 
ayant  pour  équation  ' 


Xy  -{-  Gry  = 0, 

en  faisant  dans  la  précédente  a = y , on  reconnaît  qu’elle 
est  représentée  par  une  hyperbole  rapportée  à ses  asymp- 
totes (n°  5o)  ; secondement  , toute  section  faite  par  un 
plan  qui  passe  par  l’axe  des  a et  dont  la  trace  sur  le  plan 
des  xy  est  y — P* , se  trouve  être  une  parabole  ayant  évi- 
demment pour  équation 

P*’  •+*  Gz.  — o. 
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Lorsqu’une  droite  s’appuie  sur  deux  autres , et  reste,  dans 
toutes  ses  positions,  parallèle  à un  plan,  elle  engendre  le 
paraboloïde  hyperbolique.  * 

Enfin,  le  cylindre  à base  parabolique  répond  au  cas  où 
l’un  des  coefficiens  A,  B est  nul,  dans  l’équation^'). 

En  discutant  de  la  même  manière  l’équation 

As*  + Hy  -f-  — 0 > 

on  s’assurera  qu’elle  donne  lieu  aussi  au  cylindre  parabo- 
lique; car  d’une  part  les  traces  ou  sections  principales  de 
la  surface  sont 

A -f-  Hy  = o , 

As*  -f-  K*  = o , 

Hy  -1-  K*  = o ; 

et  de  l’autre  part , les  sections  respectivement  parallèles  à 
ces  traces  sont 

As1  + Hy  = IJ  , 

A*1  ■+•  ILr  = U',  i , 

Hy  + Rar  = U', 

U , U' , U"  variant  d’une  section  à l’autre,  Or , on  voit , par 
ces  deux  groupes  d’équations , que  toutes  les  coupes  paral- 
lèles aux  plans  des  xs  et  yz  sont  des  paraboles  égales, 
tandis  que  celles  qui  correspondent  au  plan  des  xy  sont  des 
lignes  droites  parallèles  entre  elles.  On  reconnaît  donc  par 
là  le  caractère  distinctif  des  surfaces  cylindriques. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  toutes  les  sections  parallèles 
faites  dans  une  surface  du  second  degré  sont  semblables , et 
que  si  une  telle  surface  est  rapportée  à des  coordonnées 
obliques , son  équation  sera  de  même  forme  que  par  rapport 
à ses  axes  rectangles. 

Ce  que  nous  venons  de  dire , touchant  les  surfaces  du 
second  degré,  n’est  qu’un  fragment  d’une  théorie  complète 
exposée  avec  beaucoup  de  détails  dans  les  ouvrages  cités 
au  commencement  du  n°  u6;  mais  cela  suffit  dans  ce 
Recueil. 
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CHAPITRE  V. 

De  la  recherche  de . l’équation  cT une  surface  du 
, second  ordre,  d’après  la  loi  connue  de  sa 
description. 

' V * . 


i43.  Ou  a vu,  dans  le  chapitre  précédent',  comment, 
par  la  discussion  d’une  équation  du  second  degré  entre  trois 
variables , on  découvre  la  surface  individuelle  qu’elle  repré- 
sente : nous  allons  passer  maintenant  à la  solution  du  pro- 
blème inverse,  en  suivant  la  méthode  même  de  Monge  ; 
c’est-à-dire  que  nous  allons  déterminer , d’après  la  loi 
connue  de  la  description  d’une  surface , la  relation  qui  existe 
entre  les  coordonnées  de  ses  points! 

Solution  relative  aux  surfaces  cylindriques. 

Toute  droite  qui , en  parcourant  une  courbe  quelconque , 
se  meut  parallèlement  & elle-même  ,•  engendre  une  surface 
cylindrique  : or , cette  droite  a pour  équations 

x — az 
y=bz  + 1 8, 

et  quelle  que  soit  sa  position  à l’égard  des  plans  coordonnés , 
les  coefficiens  a,  b seront  invariables  (n°  119),  mais  les 
quantités  « , /8 , qui  sont  constantes  pour  une  même  position 
de  la  génératrice , varient  lorsque  cette  ligne  passe  d’une 
position  à une  autre.  Ces  quantités,  qui  sont  constantes  ou 
variables  ensemble,  sont  donc  fonction  l’une  de  l’autre, 
c’est-à-dire  que  1”. 


H- , 
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le  signe  f étant  celui  d’une  fonction  quelconque  ; mai*  les 
équations  précédentes  donnent 


donc  *-* 


donc  l’équation  générale  des  surfaces  cylindriques  est 
y — bz  =/(*“-«*). 


Lorsque  l’on  connaîtra  analytiquement  la  nature  de  la 
courbe  qui  dirige  le  mouvement  de  la  droite  génératrice, 
la  forme  de  la  fonction  f sera  déterminée  ; car,  si 
F (x , y , s)  — o , et  F,  (x,y , z)  = o sont  les  équations 
de  cette  courbe  (*),  et  que  l’on  y joigne  les  équations  (i) , 
on  aura  ces  quatre 

F (*>.y>z)  = 0>  Fi  (*>.y»*)  = °> 

x — at  — a,  y — bz=f(»), 

lesquelles  auront  nécessairement  lieu  en  même  temps  pour 
tous  les  points  où  la  génératrice  touchera  la  courbe  donnée , 
ou,  ce  qui  revient  au  même , quelle  que.  soit  la  valeur  de 
a.  Ainsi  en  éliminant  x,y , z,  entre  ces  quatre  équations, 
et  remettant  dans  le  résultat  pour  a.  et  f (&  ) leurs  valeurs , 
on  aura  l’équation  de  la  surface  cylindrique  individuelle 
cherchée. 

Supposons , pour  exemple  , que  la  droite  génératrice  par- 
coure la  courbe  d’intersection  dedeux  sphères  dont  les  équa- 
tions aux  coordonnées  rectangles  sont 


(*)  Si  trois  élémens  Wmicütifrd’àne  courbe  nesoht  jamais  dam  an 
même  plan,  celle  courbe  est  mie  i double  courbure:  quelle  que  soit 
son  espace,  clic,  peut  toujours  être  considérée  Comme  l’intersection  de 
deux  surfaces  ; q’est  pour  cette  raison  que  l’on  exprime  la  position  d’une 
cgnrbe  au  moyen  de  deux  équations  S trois  variables  et  qui  ontjea 
simultanément. 
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*’+/  + »*  = r%  I 

**  •+■  y'  + (2  — v)1  = '•'*>  ( 


(0 


la  première  sphère  ayant  son  centre  à l’origine , et  la  se- 
conde l’ayant  sur  l’axe  des  z,  à une  distance  y de  cette  ori- 
gine. Reprenant  les  équations  de  la  génératrice  censée  don- 
née de  direction , on  aura 


a = x • — az,  1 

£ = y — J.  _ 


(2) 


si  l’on  soustrait  les  équations (i)  l’une  de  l’autre,  on  obtien- 
dra après  le  développement, 

r“  — /*  -p-  y*  , . 

Z ' " f . 

2 y 

Faisant,  pour  simplifier,  le  second  membre  — m,  on  aura 
z — m,  et  substituant  cette  valeur  dans  la  première  équa- 
tion (i),il  viendra 

*•  -f  y'  = r1  — m\ 


Dans  la  même  hypothèse  les  équations  (2)  se  changeront 

en  * - • 


* = et  - f-  am , 

y = fi  + bm  ; 

a jputant.  ensemble  celles-ci , après  les  avoir  élevées  au  carré , 
on  aura,  en  vertu  de  la  précédente, 


(et  -f-  am Y -f-  (/S  -f-  bmY  = r“  — ira4. 

Enfin , éliminant  <t  et  fi  au  moyen  de  leurs  valeurs  (2) , et 
développant,  on  trouvera  pour  équation  de  la  surface  cy- 
lindrique individuelle  cherchée, 

— 2 axz  — 2amx-\-2bmy 

' 0 

— 2 m (a’-j-b2)  z = r* — m 1 — (a'-f-i*)  171*.  . 

• * 

Si,  dans  cette  équation,  l’on  fait  z — m,\a  résultante 

• *a  + y*  = ^ — m\ 
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Sera , sur  le  plan  des  xy , l’équation  de  la  projection  de  l’in- 
tersection de  la  surface  cylindrique  et  d’un  plan  mené  per- 
pendiculairement à l’axe  des  t , à une  distance  m de 
l’origine. 

En  faisant  z — o on  obtient  la  section  principale  faite 
par  le  plan  des  xy.  Cette  section  a pour  équation 

* 

-|-J'a  -f-  2 amx  -f-  n.bmy  — i*  — — (a*  -f-  6*  ) m*  ; 

mais  en  transportant  l’origine  au  centre,  pour  faire  dispa- 
raître les  premières  puissances  de  * et  de  y , on  a 

*'*  + y*  = r»  - 

comme  ci-dessus. 

Enfin,  lorsque  la  droite  génératrice  est  parallèle  à la  ligne 
des  z-,  on  a a = b = o,  et  l’on  retombe  encore  sur  l’équation 
préqjdente , comme  cela  doit  être 

Solution  relative  aux  surfaces  coniques . 

* ■ . . . ‘ •.  1 ■ 

1 44-  S*  une  droite  passe  constamment  par  le  même  point 
et  glisse  le  long  d’une  courbe  quelconque,  elle  engendrera 
une  surface  conique.  Cela  posé  soient  a bc  les  coordonnées 
fixes  du  sommet;  les  équations  de  la  génératrice  seront 

,x  — a — et.{z  — c), 

y — b = pi*  — O.» 

d’où  l’on  tire 


Pour  une  même  position  de  cette  droite  les  coefficiens  ■*, 
* fi  sont  constans;  mais  ils  varient  lorsque  la  génératrice 
passe  d’une  position  à une  autre  : ces  coefficiens  sont  donc 
fonction  l’un  de  l’autre:  ainsi  l’on  a 

fi  =/(*), 

f indiquant  une  fonction  quelconque  : par  conséquent  l’é- 
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quation  générale  des  surfaces  coniques  est 
y — b _ f(x  —~n) 


Il  résulte  de  là,  et  du  numéro  précédent,  que  si  F (x,y  ,z  ), 
F,  (*, y , x)  sont  les  équations  de  la  courbe  à double  cour- 
bure qui  dirige  le  mouvement  de  la  génératrice , ces  quatre 
équations 

F(.x,y,z)  = o,  Ff (x,y , a),  =sO,  f 

y — b 


= <*, 


= /(*>, 


auront  lieu  en  même  temps  pour  tous  les  points  communs 
à la  génératrice  et  à la  courbe;  t’est-à-dire  , quelle  que  soit 
la  valeur  de  et.  On  parviendra  donc,  par  l’élimination,  à 
une  équation  unique  q\ii  sera  celle  de  la  surface  conique 
individuelle  demandée.  Cherchons  d’après  ces  principes 
l’équation  du  cône  oblique  à base  circulaire. 

Soient  a,  b,  c les  coordonnées  du  sommet  du  cône,  dont  la 
base  horizontale  est  un  cercle , et  supposons  que  l’origine 
des  axes  soit  au  centre  de  ce  cercle.  Les  deux  projections 
de  la  droite  génératrice  sont  en  général,  par  ce  qui  précède, 

-■  (A) 


et  — 


*=*- 


Quant  à la  courbe  individuelle  qui  dirige  le  mouvement  de 
cette  génératrice , elle  peut  être  considérée  comme  l’inter- 
section d’une  sphère  et  d’un  plan  : or,  dans  cette  circon- 
stance, la  sphère  et  le  plan,  qui  est  celui  des  xy,  ont  pour 
équations  respectives 

x1  + y*  + a*  — r*,  z = o.  (B) 

Ces  quatre  équations  devant  avoir  lieu  en  même  temps, 
celles  (A)  deviendront,  à cause  de  z — o, 

_ x — a y — b 
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d’où  l’on  tire  aisément 

*?  = (<*  — *c)‘,  y = (6  — £<?)’. 

Substituant  ces  valeurs  dans  la  première  équation  (B),  qui 
se  rédüit  à x°-|-y*  = r*,on  aura 

ia-f-/S*c* — 2èe/8  -J-  a*  -f-  a‘c*  — la*.c  — r*;  , 
et  mettant  ici  pour  fi  et  a.  leurs  valeurs  (A) , il  viendra 
— b\*  . /y  — 


r1—  (a1  -f-  6*).  (C) 


Telle  est  1’éqaation  cherchée  de  la  surface  conique. 

Si  le  sommet  du  cône  était  dans  le  plan  même  des  xz, 
on  aurait  b=o,  et  l’équation  précédente  deviendrait 

c*v*  (*  — a)a  *"■(*—*<*)  . t 

- L,c»i 1 lac- '-dhr*  — a*. 


(«rrO1  ‘ * (*  — «)* 

Si,  dé  plus,  ce  sommet  était  dans  Taxe  vertical  des  a,  on 
aurait  a = o , et  par  conséquent  l’équation  du  cône  droit  à 
hase  circulaire  serait  h 


cy 


5 + 


(a— c)a  (*— c)* 

Lorsque  la  hase  du  cône  droit  est  une  ellipse,- on  a 
ay  -f-  bQx*  = à1b%  pour  équation  de  cette  hase;  et  alors  l’é- 
quation précédente,,  dans  laquelle  on  peut  faire  z — c = z', 
pour  transporter  l’origine  des  coordonnées  au  sommet  du 

cône,  devient,  en  faisant  d’ailleurs  m — - , n—  -, 

c c 


w»V  + »V  = m'n'Y. 

C’est  sous  cette  forme  très  jsimple  qu’Euler,  dans  son 
Introductio  in  analysin  infinitorum,  a présenté  l’équation 
du  cône  à hase  elliptique. 

20. 
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En  plaçant  de  même  l’origine  des  axes  au  sommet  du 
cône  oblique,  l’équation  (C)  se  simplifie  et  devient  ,à  cause 
de  x —x  — a,  y —y  — b,  ^z  — z — c, 

(a3-f-ô3 — r^z’3  -{-  c3(x,3-^-ty,3) — lacx'z — ibcy'  z'  ~ o.  (D) 

\ 

Nous  aurons  occasion , par  la  suite,  de  faire  usage  de  ce 
résultat. 

i45.  Appliquons  maintenant  la  théorie  du  n°  1 >3  à la  re- 
cherche de  l’équation  de  la  surface  d’un  cône  droit  situé 
d’une  manière  quelconque  par  rapport  aux  plans  coordonnés 
rectangulaires  : pour  cet  effet  supposons  que  l’axe  f de  ce  cône 
passant  par  l’origine  des  coordonnées , fasse  avec  les  axes 
des  x ,y , z des  angles  dont  les  cosinus  soient  respectivement 
a,  b,  c\  le  plan  perpendiculaire  à cet  axe  f,  et  qui  pourra 
être  considéré  comme  celui  de  la  hase  du  cône,  aura  alors 
pour  équation  ’ . , 

. f =s  ax  by  - f-  cz. 

Supposons  en  outre  que  de  l’un  des  points  de  la  circonfé- 
rence de  cette  base,  ayant  pour  coordonnées  x,  y,  z , on  ait 
abaissé  sur  f une  perpendiculaire  ; que-  de  plus  r soit  l’angle 
que  la  génératrice  du  cône  fait  avec  son  axe;  on  aura, 
par  la  propriété  du  triangle  rectangle , 

f = cos  r x*  + y2  -f-  z*; 

égalant  donc  ces  deux  valeurs,  il  vient  de  suite  pour  équa- 
tion de  la  surface  conique  cherchée 

(ax  ■+•  by  -f-  cz)a  xs  (x*  -{-  y1  -f-  z’)cosV. 

Si  l'axe  du  cône  coïncidait  avec  celui  des  z-,  on  aurait 
a = ô = o,c  = 1 , et  par  suite 

z3  =s  (x*  +,y*  *+•  x*)  cos3  r. 

11  suit  de  là , que  deux  cônes  donnés  par  les  équations 
(ax  + by  -f-  *4-  z*  ) 00s3  r , 

x*  = ( *’  + y*  + **  ) co»1  r”  » 
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•v  couperaient  suivant  lieux  droites  passant  par  l’origine 
des  coordonnées  et  situées  dans  un  plan  dont  l’équation 
proviendrait  de  l’élimination  de  la  fonction  x*  -+\y*  -4-  ** » 
c’est-à-dire  serait 

(ai  -|-  by  ) cos  r“  = z (cos  r — ecos  r“). 

Solution  relative  aux  surfaces  de  révolution. 

i46.  Quelle  que  soit  la  nature  de  la  courbe  génératrice 
d’une  surface  de  révolution , lorsqu’on  coupe  cette  surface 
par  un  plan  perpendiculaire  à l’axe  de  révolution,  l’on  ob- 
tient, pour  section,  une  circonférence  de  cercle  dont  le  centre 
est  dans  l’axe,  et  dont  tous  les  points  sont  par  conséquent 
à égale  distance  d’un  autre  point  pris  sur  cet  axe;  ainsi  en 
représentant  par 

x^As-fn,  yj=  ki  + b, 

les  équations  de  Taxe  de  révolution , le  plan  qui  lui  sera 
perpendiculaire  aura  pour  équation  (n°  i^4) 

A *4 

A*  •+■  By  + a = 

la  quantité  J',  qui  détermine  la  position  du  plan,  étant 
constante  pour  le  même  plan  perpendiculaire , et  variable 
d’un  plan  à un  autre. 

Maintenant  si  l’on  prend  le  point  où  l’axe  de  révolution 
rencontre  le  plan  des  xy , pour  le  centre  commun  d’une 
suite  de  sphères  concentriques , ce  centre  aura  visiblement 
pour  coordonnées,  x—a,y=zbyz-=. o , et  l’équation  gé- 
nérale des  surfaces  sphériques,  dont  le  rayon  indéterminé 
= y , sera  vl 

{x  — ay  + {y—by  + ^ = v\ 

Or  les  courbes  faites  sur  la  surface  de  révolution  , par  des 
plans  perpendiculaires  à l’axe  de  rotation,  peuvent  être 
censées  les  mêmes  que  celles  qui  seraient  produites  par 
les  surfaces  sphériques  dont  il  s’agit  : les  quantités  y sont 
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donc  constantes  pour  tous  les  points  de  la  même  courbe 
d’intersection,  mais  elles  varient  lorsqu’on  passe  d’une  in- 
tersection à l’autre  ; ainsi  les  valeurs  de  ï et  de  y1  sont  fonc- 
tion l’une  de  l’autre , et  l’équation  générale  des  surfaces  de 
révolution  est  ' - 

(*  — ay+  Qy  — by  + s*  =/(  A*  + By  -j-  a); 

f indiquant  ufte  fonction  quelconque  dont  la  forme  dépend 
de  la  nature  de  la  courbe  génératrice. 

a et  b sont  nuis,  lorsque  l’axe  de  rotation  passe  par  l’o- 
rigine ; alors  l’équation  précédente  devient 

*•+,?*  + *•=/(  A* + By  + *)> 

et  l’on  a de  plus  A = o , B = o , lorsque  cet  axe  coïncide 
avec  la  ligne  des  z.  Dans  ce  cas , l’équation  des  surfaces  de 
révolution  se  réduit  à 

*■+**+**=/(  o, 

ou  à 

z = ip(x*4-j*), 

les  signes  f et  ç désignant  des  fonctions  quelconques. 

Pour  déterminer,  dans  l’équation  générale  des  surfaces 
de  révolution,  la  forme  de  la  fonction  arbitraire,  il  faut 
connaître  les  équations  de  la  courbe  qui  engendre  la  sur- 
face que  l’on  considère  : les  équations 

F(x,,y,a)  = o,  F,  (*,  _y,*)  = o, 

A*  + % + * = /,  (x  — a)a  + (y  — b)‘+  z*  =f(f), 

seront  donc  celles  qu’il  faudra  combiner  entre  elles , pour 
obtenir  l’équation  de  la  surface  individuelle  cherchée. 

Proposons-nous,  pour  exemple,  de  trouver  l’équation  du 
sphéroïde  engendré  par  la  révolution  d’une  ellipse  autour 
de  son  petit  axe  ib.  La  courbe  génératrice  étant  plane , ses 
équations  seront 

oy  -f-  b*x'  = a*é* , 
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on  aura,  en  outre,  par  ce  qui  précède, 

y=*> 

x*+yt  + *'  = Yl, 

y = 3~  étant  l’équation  d’un  plan  perpendiculaire  à Taxe  de 
rotation , et  la  dernière,  celle  d’une  sphère  dont  le  centre 
est  à l’origine  des  coordonnée#. 

Ces  quatre  équations  doivent  avoir  lieu  simultanément 
pour  que  la  surface  proposée  soit  de  révolution;  si  donc  on 
élimine  entre  elles,  x , y z,  on  aura 

a'b ' — a*  P + b'S*  = b'y'\ 

et  si  l’on  substitue  ici  pour  et  y1  leurs  valeurs,  la  sur- 
face du  sphéroïde  de  révolution  sera  donnée  par  l’équa- 
tion 

* iV  4-  a’/  + b'x'  = a'b1-, 

résultat  qui,  en  y changeant  a en  A et*  en  y , rentre  dans 
celui  du  n°  i4o. 

On  nomme  aplatissement  d’un  ellipsoïde  de  révolution  , 
la  différence  a des  demi-axes , l’un  d’eux  étant  pris  pour 
unité.  Si  donc,  dans  l’équation  précédente,  on  introduit 
cet  aplatissement,  en  posant  b=a  (i  — <*)>  il  viendra 

(i  — — *■)'*''+ y*  =«*(•  — *)S 

ou  en  développant,  négligeant  les  termes  en  et  faisant 
o = i,  pour  simplifier, 

x'  _f_y> -f-  _ i — aec  ( **  4-  2*  — i ) = o; 

ou  en  général  , 

x 1 -f-  2*  — I — 3 ttvl  = U = O ; 

a.  étant  supposé  un  très  petit  coefficient,  et  u étant  une 
fonction  de  *,.y,  z.  C’est  sous  cette  forme  que  l’auteur  de 
la  Mécanique  céleste  considéré  l’equation  de  la  surface  de 
la  terre.  On  trouvera , dans  mon  'Traité  de  Géodésie , tom.  Il , 
diverses  applications  importantes  de  cette  équation. 


Digitized  by  Google 


PROPOSITIONS 


3ia 

* 

Solution  relative  à la  surface  engendrée  par  une  droit e 
mobile  qui  s1 appuie  sur  trois  autres  droites  fixes. 

i47-  Première  solution.  Quoique  l’on  puisse , en  général , 
placer  comme  on  voudra  les  axes  des  coordonnées  par  rap- 
' port  aux  trois  droites  fixes  ^pi  dirigent  le  mouvement  de 
la  génératrice,  on  conçoit  que  pour  abréger  les  calculs,  les 
directions  de  ces  axes  doivent  être  telles , que  les  équations 
des  droites  soient  les  plus  simples  possibles;  or,  c’est  ce  qui 
arrivera  en  prenant  pour  axe  des  x la  première  droite  fixe, 
pour  axe  des  y la  perpendiculaire  à cette  première  et  à la 
seconde  droite,  et  pour  axe  des  a la  perpendiculaire  au  plan 

- *r- 

Cela  posé,  les  équations  delà  deuxième  droite  fixe  sont 
x — az , y — b\ 

celles  de  la  troisième  droite , 

x aa  ml  -f-  »,  y=pt+q- 

et  les  équations  de  la  droite  mobile  qui  est  assujettie  à 
passer  constamment  par  l’axe  des  x , sont  de  la  forme 

* = Az+B,  y = Cz, 

A et  B étant  des  fonctions  de  C qu’il  s’agit  de  déterminer. 
Si  ces  quantités  étaient  connues,  en  éliminant  C entre  ces 
deux  dernières  équations,  l’on  aurait  celle  de  la  surface 
engendrée  par  la  droite  mobile  : or , cette  ligne  devant 
s’appuyer  sur  les  deuxième  et  troisième  droites,  il  en  résulte 
(n°  121  ) les  équations  de  condition  suivantes: 

BC  + é ( A — aj-io, 

(B  — »)  (C—  p)  +q  ( A — m)  ~o, 
desquelles  on  tire 

^ nCa  -f-  (qm  «*«•  np  — ab  ) C *+■  abp 

bp  + (?  — b)  C ’ ■ 


-T 
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b (aq  — mq  -f-  np  ) — bnC 

. bp-\-(q — b)  C 

Substituant  ces  valeurs  clans  les  équations  de  la  droite  mo- 
bile, ensuite  éliminant  C,  et  ordonnant,  il  viendra  cette 
équation  du  second  degré  en  x ,y , z , 

abpz a 4" ay1  — (ab  np) yz  — bpxz  -f-  ( è — q ) xy  — bny 

-f-  (baq  — brnq  -J- bnp)z  = o.  m (l) 

La  surface  gauche  ou  réglée  engendrée  parle  mouvement 
de  cette  droite  est  donc  du  second  ordre. 

‘ Voici  un  des  moyens  de  se  convaincre  que. cette  surface 
peut  être  enge4^ée  de  deux  manières  différentes  par  une 
droite  mobile;  c^qui  est  le  caractère  distinctif  de  l’hyper- 
boloïde  à une  nappe. 

Soient  généralement 

x = Az  -f"  B, 
y = Cz  -f-  D, 

les  équations  de  cette  génératrice  : pour  qu’elle  soit  tout 
entière  sur  la  surface  de'Péquation  (î),  il  faut  que  cette 
équation  , après  y avoir  mis  pour  * et  y leurs  valeurs  ac- 
tuelles, ait  lieu  indépendamment  de  z.  Aussi,  en  égalant 
séparément  à zéro  les  coefficiens  de  z* , de  z et  le  terme  con- 
stant, dans  le  résultat  de  la  substitution  indiquée,  trouve- 
t-on  trois  équations  de  condition  entre  les  quatre  quantités 
A,  B,  C,  D,  dont  la  combinaison  conduit  à des  valeurs 
réelles  de  A,  B,  C,  en  fonction  de  l’arbitraire  D;  valeurs 
qui  indiquent  qu’il  existe  effectivement  deux  manières 
différentes  de  produire  avec  une  droite  la  surface  dont  il 
s’agit. 

Deuxième  solution.  L’équation  (i) n’est  pas  symétrique, 
parce  que  les  équations  desquelles  nous  sommes  partis  ne 
le  sont  pas  elles-mêmes.  Il  n’en  serait  pas  ainsi , en  rap- 
portant les  points  de  la  surface  cherchée  à des  axes  paral- 
lèles aux  trois  droites  données  ; mais  alors  le  calcul  devient 
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uu  peu  plus  compliqué.  En  effet,  soient  dans  l'hypothèse 
présente,  t,  u,  v les  coordonnées  d’un  point  quelconque  de 
la  surface.  Les  équations  des  trois  droites  données  et  rap- 
portées à des  axes  obliques,  seront, 

pour  la  première,  parallèle  à v , t = f,  u — f-, 

pour  la  seconde,  parallèle  au,  v = g,  t — g ; 

pour  la  troisième,  parallèle  a t,  u=.h , v — h'-, 

f>f>g>g>h>  A'  étant  des  quantités  constantes  et  données. 
Si,  comme  on  en  est  le  maître,  on  représente  par 

» = M<+N,  ^ = 

les  équations  des  deux  projections  de  la  droite  mobile,  la 
troisième  projection  sera  donnée  par  l’équation  , 

M ’u  — Mr  = M'N  — MÎT  ; * 

et  comme  cette  droite  s’appuie  constamment  sur  les  trois 
droites  fixes , on  a nécessairement  ces  relations  (n°  121  ), 
f—  M/+  N,  g—  M'/  + N' , M'A  — MA'  = M'N  — MN' , 
qui  serviront  à faire  connaître  trois  des  quantités  M,  N, 
M',  N'. 

D’abord  on  trouvera  aisément 


« n — 

' f-t  ’ 


n'=*4 


ensuite 

m=//-/«-a+/< 


g v —gt . 

/ i 

g —*■ 


M'  = 


gg  — gt  — gv+g1 . 
g*  ~ g'u  ’ 
et  parce  qu’en  égalant  les  deux  valeurs  de  M'N  — MN' , 
on  a 

Wh  — MA'  = M'u  — , 

• » 

il  s’ensuit  que  la  surface  engendrée  par  la  droite  mobile, 
est 

tu{  h'  —g)  -f  uv{g  — f)  +»'<(/ t- h)  t 
+ / {gh—ftf)  + » ifg-gh')  + f-  (fh—fg)  = o- 

+fg'h'—fgh  J 


Digitized  by  GoogI 


DE  GÉOMÉTRIE.  3 I 5 

C’est  ainsi  que  ce  problème  se  trouve  résolu  dans  Y Appli- 
cation de  l’Algèbre  à la  Géométrie  j par  Monge  et  Hachette- 
On  y trouvera  une  manière  d’opérer  différente  de  celle 
dont  nous  venons  de  nous  servir,  pour  reconnaître  les  deux 
modes  de  génération  dont  est  susceptible  la  surface  donnée 
par  la  dernière  équation  ci-dessus. 

L’hyperboloïde  à une  nappe  a cela  de  commun  avec  les 
autres  surfaces  du  second  degré, qu’elle  peut  être  engendrée 
de  deux  manières  différentes , par  un  cercle  variable  de  rayon , 
et  dont  le  plan  reste  parallèle  à lui-même. 

Si  Ton  conservait  la  direction  des  axes  et  qu’on  transpor- 
tât l’origine  des  coordonnées  au  point  « , fi , y , les  termes  li- 
néaires en  t,  u,  v de  l’équation  précédente  disparaîtraient 
en  faisant 


puhqu’en  général 

u=u+/3,  v=v'  + yy 

alors  on  aurait  simplement 

+ «y (/-/)  ) . 

ou , en  supposant 

g — f—  A , f — A = B,  h!  —g—  C, 
on  aurait  plus  simplement  encore,  » 

/ u'  . h d , t'  d , i 
À ‘ B B C +A  'C  +4-°- 

M.  Hachette  ayant  considéré  de  nouveau  les  propriétés 
de  la  surface  dont  il  s’agit,  a reconnu  et  démontré  dans  le 
supplément  de  sa  Géométrie  descriptive  (année  1822)  que*  _ 
le  centre  du  parallélépipède  construit  sur  trois  droites  quel- 
conques d’un  hyperboloide  à une  nappe  est  aussi  le  centre  de 
cet  hyperboloide.  é 
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CHAPITRE  VI. 

Méthode  générale  pour  mener  des  plans  tangens 
aux  surfaces  courbes,  et  applications  de  cette 
méthode. 


i48.  $1  l’on  imagine  un  plan  tangent  à une  surface  courbe 
quelconque,  et  une  suite  de  plans  qui  passent  par  le  point 
de  contact,  de  manière  que  ceux-ci  coupent  la  surface  et  le 
plan  tangent,  les  sections  faites  sur  la  surface  courbe  auront 
respectivement  pour  tangentes , ces  droites  qui  sont  les  in- 
tersections des  plans  coupans  et  du  plan  tangent. 

Réciproquement,  si  tant  de  droites  qu’on  voudra  sont 
tangentes  à une  surface  courbe,  et  ne  forment  qu’un  seul 
et  même  contact , elles  seront  dans  le  plan  tangent  à cette 
surface;  car  s’il  en  était  autrement,  on  pourrait  par  un 
des  points  d’une  courbe  plane  mener  deux  tangentes  à cette 
courbe  , ce  que  l’on  sait  être  impossible. 

Pour  obtenir  l’équation  du  plan  tangent,  il  ne-  s’agit  donc- 
que  d’exprimer  algébriquement  qu’une  droite  est  assujettie 
à passer  par  un  point  d’une  surface , et, à lui  être  tangente 
dans  toutes  ses  situations  possibles.  La  méthode  que  nous 
allons  exposer  étant  générale , nous  nous  occuperons  seule- 
ment de  déterminer  l’equation  du  plan  tangent  aux  surfaces 
du  second  ordre.  L’équation  de  ces  surfaces  est,  par  le 

Ma*d-N^*  + Pjr*4-M'r  + N>  + P'*  + K =0;  (i) 

et  lorsque  y , s , sont  les  coordonnées  d’un  de  leurs 

a ». 
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points,  on  a évidemment 

M /»  + %'*  + P*"-  4-  MV  + wy  4-  F*'  4 K — o.  (2) 

D’un  autre  côté,  les  équations  des  projections  d’une  droite 
menée  à volonté  par  ce  point , sont 

x — x'—a{z  — z),  y—y'  = b(z  — s").  (3) 

Ensuite,  pour  transporter  l’origine  des  axes  à ce  même 
point,  et  rapporter  ceux  de  la  surface  courbe  à des  coor- 
données polaires  (n“  137),  on  fera  dans  l’équation  (1), 

x = Rcosôcosç>+*',  y— R cos  6 sinç  +y,  z=?Rsinfl-|-*', 

1 ^ * 
ou  , pour  abréger , 

ï=Rpm4  /,  y = Rpn  + y,  s = Ry4-ï'; 
on  aura  par  ce  moyen , 

M (Ry  -f  z')‘+  N (Rpn  4-/)’+  P (Rpm  4 *')’  1 , K 

4-M'  (Ry  4-  z)  4 N'  fR pn  +y')  4- F (Rpm+  x) 

Le  développement  de  cette  équation  sera  visiblement  de 
la  forme 

f«R*  4*  1 R 4- 1 = o , ou  R OU  4-  1)  4"  £ = o. 

Or , si  la  droite  que  l’on  considère  devient  tangente  à la 
surface , on  aura  R = o ; par  conséquent  { = o ; et  c’est 
précisément  la  relation  (2),  comme  le  confirme  le  résultat 
du  développement  : on  aura  donc  pour  équation  de  condi- 
tion du  contact , 

1 = 0, 

c’est-à-dire,  en  ne  prenant  dans  le  développement  dont  il 
s’agit , que  les  termes  qui  multiplient  la  première  puissance 
de  R j 

iMqz'  -f-  aN pny  -f-  zVpmx'  4"  M'y  -f-  N 'pn  4-  P'pm  — o. 
Divisant  tout  par  q , et  faisant  attention  que,  par  le  n°  137  , 

pm  pn  . 

— = (i , — — b,  il  viendra 

9 9 
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2M2'  -f"  liïsbÿ  -f-  2Poæ'  -j-M'  -J"  N'ô  4~  Pa  — o.  (4) 

Cette  équation  étant  la  seule  qui  existe  entre  a et  b , il 
s’ensuit  que  la  position  de  la  tangente  est  absolument  arbi- 
traire. Nous  pouvons  faire  disparaître  ces  quantités  ; car  les 

f t 

X — X y — y 

équations  (3)  donnant  a = > , b , on  a 

T Z Z Z — z 

(2Mz  4-  M')  (z  - z')  4-  («N y 4-  N')  {J -/) 

4-  (2P*  4- P')  (*  — *')  =0. 

Puis  effectuant  les  multiplications  indiquées  et  réduisant  à 
l’aide  de  la  relation  (2) , on  parvient  à ce  résultat  plus 
simple, 

(2Mz'  4-  M')  S 4-  (2N/  4- N')  y 4-  (2P*'  4-PVi 

+ MV  4-N>'  4-  PV4-2K  J-0’ 

lequel  ne  peut  varier , puisqu’il  se  trouve  dégagé  des  quan- 
tités qui  particularisent  la  tangente,  pourvu  cependant  que 
cette  droite,  quelle  que  soit  d’ailleurs  sa  direction,  passe 
constamment  par  le  même  point  de  la  surface  courbe.  De 
plus,  puisque  xyz  n’entrent  ici  qu’à  la  première  puissance, 
les  tangentes  aux  surfaces  du  second  ordre , et  qui  ont  un 
contact  commun,  sont  toutes  dans  un  plan  qui  jouit  lui- 
même  de  la  propriété  de  toucher  ces  surfaces  : l’équation 
précédente  est  donc  celle  du  plan  tangent. 

Il  est  utile , dans  les  applications,  d’avoir  une  règle  de 
Mnémonique , au  moyen  de  laquelle  on  puisse  retrouver  de 
suite  l’équation  (T)  du  plan  tangent  ; la  voici  : 

Changez  dans  l’équation  ( 1 ) de  la  surface  courbe , xa,y , z* 
en  xx,yy,zz\ 

Changez  de  même  dans  l’équation  (2)  relative  au  point 
de  contact,  x'1,y't,  z'1  en  x'x , y' y,  z's; 

Enfin,  ajoutez  ces  deux  équations  ainsi  modifiées,  et 
vous  aurez  l’équation  (T). 

Lorsqu’on  se  propose  dé  mener  un  plan  tangent  à une 
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surface  courbe  du  second  ordre  par  un  point  extérieur 
donné  x“y"z",  l’équation  (T),  qui  ne  change  pas  de  forme, 
devient  , 

(aMz'  + ST)  ="  + ON/  + N')/'  + OP*'  + P')  *’  ) 

+ MV  -f  N / + Vx'  -J-  2K  ’ 

s y' z étant  les  coordonnées  inconnues  du  point  de  contact. 

En  combinant  cette  équation  avec  celle  de  la  surface  , 
on  ne  peut  obtenir  que  les  valeurs  de  deux  de  ces  coordon- 
nées en  fonction  de  la  troisième,  ou,  ce  qui  est  de  même , 
on  arrive  aux  équations  des  projections  de  la  courbe  de  tous 
les  points  de  contact  possibles.  Ainsi , la  question  actuelle 
est  susceptible  d’une  infinité  de  solutions  ; et  il  est  à propos 
de  remarquer  qu’une  droite  qui  passerait  constamment  par 
le  point  donné,  et  qui,  dans  son  mouvement,  ne  cesserait 
de  toucher  la  surface  courbe , engendrerait  un  cône  tangent 
à cette  surface  dans  tous  les  points  de  contact  dont  il  vient 
d’être  parlé.  Si  le  point  donné  était  luniineux,  la  courbe 
déterminée  par  tous  ces  points,  serait  celle  qui  sépare  la 
partie  ombrée  de  la  partie  éclairée.  On  voit  donc  par  là 
comment  peut  être  résolu  le  problème  général  des  ombres; 
mais  nous  reviendrons  sur  ce  sujet. 

Dans  l’équation  précédente  du  plan  tangent,  les  coor- 
données x , y' , z , sont  celles  des  points  communs  à ce  plan 
et  à la  surface  touchée  ; cette  équation  est  donc  aussi  celle 
du  plan  de  la  courbe  de  contact , lorsque  x' , /,  z'  sont  consi- 
dérées comme  les  coordonnées  courantes  de  ce  second  plan. 
On  a vu  au  n°  55  une  particularité  semblable  pour  les  lignes 
courbes. 

il  n’est  pas  besoin  de  faire  remarquer  que  si  les  points  de 
l’espace  étaient  rapportés  à des  coordonnées  obliques , les 
. équations  des  surfaces  du  second  ordre,  et  celles  de  leurs 
plans  tangens,  seraient  de  même  forme  que  par  rapport  à 
des  axes  rectangles. 

1 49-  Si  un  plan  tangent  à la  sphère , dont  l’équation  est 
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devait  passer  par  le  point  extérieur  x"y"z",  on  aurait  pour 
l’équation  de  ce  plan , ou  pour  celle  du  plan  de  la  courbe 
de  contact, 

xx"  yy"  -H  zz"  = r1  ", 
ôtant  celle-ci  de  la  première,  il  restera 

xx  — xx"  + — yy"  + 2*  — as"  = o ; 

et  par  conséquent, 

/ V'Y  , ( / V , ( *"Y_ÏÜ  +/*  + 2“ 

Cette  équation  étant  celle  d’une  spbère  dont  les  coor- 

J-  u jn 

données  du  centre  sont  — > et  le  rayon 

2 2 2 


/ ,,a  J ,y#/Ü  1 rr"* 

—y/  ? — ^ , il  s’ensuit  que  si  l’on  joint  le  centre 

de  la  spbère  donnée  et  le  point  connu,  la  spbère  qui  sera 
décrite  sur  cette  droite,  comme  diamètre,  coupera  la  pre- 
mière suivant  une  circonférence  de  cercle,  qui  sera  le  lieu 
de  tous  les  points  de  contact  cherchés , et  dont  la  projection , 
sur  le  plan  des  xy,  aura  pour  équation 


+ 


(r»  - xx"  — yy")* , 


r*. 


Lorsque  s"  = o , on  a simplement 

r*—xx"+  vy"; 


c’est-à-dire  que  la  courbe  de  contact  est  dans  un  plan  per- 
pendiculaire à celui  des  xy,  ce  qui  est  en  effet  évident. 

Le  plan  tangent  serait  déterminé  de  position  , s’il  devait 
passer  par  une  droite  donnée  x ~az  -f-  y = bz  ■+•  Æ ; car 
on  aurait  entre  les  coordonnées  x'y'z  du  point  de  contact 
ces  trois  relations  (n°'  117  et  126). 
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*'*  + y*  + *'•  = r», 

atx  -4-  tÿ  = r', 
ax  ' •+•  bÿ  -f-  z'  = o , 

desquelles  on  déduirait  en  quantités  connues  les  valeurs  de 
ces  coordonnées.  Mais  la  solution  de  ce  problème  devient 
très  simple  en  prenant  pour  plan  des  xy  celui  qui  contient 
la  droite  donnée  et  le  centre  de  la  sphère,  et  pour  axe  des 
x la  ligne  perpendiculaire  à cette  même  droite.  En  effet,  la 
trace  du  plan  tangent  sur  celui  des  xy , laquelle  a pour 
équation  x x -4 -y' y — r*,  devant  dans  ce  cas  coïncider  avec 
la  droite  donnée  x = m , on  a nécessairement  y'  — o et . . . 

x'  — — — — . Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  de 
xm 

la  sphère,  il  vient 

» . r J/  m*  — r‘ 

z = 1 1 . 

m 

Ainsi  l’on  mènera  par  le  point  où  la  droite  donnée  coupc 
l’axe  des  * , deux  tangentes  au  cercle  r,  et  la  moitié  de  la 
corde  joignant  les  points  de  contact  sera  la  cote  ou  coor- 
donnée verticale  de  l’un  de  ces  points.  Il  est  de  toute  évi- 
dence que  ce  problème  admet  deux  solutions. 

La  normale  à une  surface  courbe  étant  la  droite  qui, 
passant  par  le  point  de  contact , est  perpendiculaire  au 
plan  tangent,  c’est-à-dire  à toutes  les  droites  tracées  dans 
ce  plan  , ses  équations  seront 

*— * =—  a(=~z  y — y = — j(z  — z )> 

en  désignant  par  x'ÿz'  les  coordonnées  du  point  de  contact. 

Or,  pour  toute  surface  de  révolution  et  du  second  ordre, 
donnée  par  la  formule  Mz*  -f-  Ny*  -f-  -f-  R = o , n°  1 48 , 

on  a,  en  faisant  successivement  y et  x = o dans  la  relation 
(T)  du  n°  précédent , et  en  ayant  égard  à l’observation  qui 
commence  le  n°  ia4 , 

21  “ 


Digitized  by  Google 


322 


PROPOSITIONS 


Ma' 


* • N/’ 

puisque,  dans  les  équations  («)  et  (T),  M — N = V - &,• 
et  M = P.  Partant,  les  équations  des  projections  de  la  nor- 
male deviennent 

*xz=x'z,  y — y — jÿj^  vz  z )• 

Ainsi , en  vertu  de  la  première  équation  , dans  laquelle  on 
lit  que  la  projection  sur  le  plan  des  xz  passe  par  l’origine, 
on  doit  conclure  que  la  normale  rencontre  l’axe  des  y , ou 
celui  de  rotation;  c’est  même  ce  qui  a lieu  pour  toute  sur- 
face de  révolution. 

Résolvons  maintenant  la  question  suivante  : 


problème. 


it 

51  1- 


,5o.  Mener  un  plan  tangent  à une  sphère , et  qui  soit  en 
mime  temps  assujetti  à être  parallèle  à un  autre  plan 

donné. 

S0it  + *'*=r‘  <"> 

l’équation  de  la  sphère  ; celle  du  plan  tangent  sera 

xx  4 -y  y -1-  z"z'  = r“  > 

x°  y " z"  étant  les  coordonnées  du  point  par  lequel  passe  le 
plan  proposé , et  y,  z'  étant  celles  des  points  de  la  surface 
sphérique , comptées  du  centre.  On  aura  en  outre  poui  < 
quation  du  plan  donné 

z = ax  by  + c-  ^ 

Celle  (2)  pouvant  s’écrire  ainsi, 

x „ y a 1 

z1 ' = --7* --^y  +7’ 


(4) 


il  faudra,  pour  que  les  deux  plans  soient  parallèles,  qu’on 
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ou  bien 


et  par  conséquent 


de  oéom£trie. 


b — 


3a3 


y 


b£ 

a 


Comme  il  est  permis  de  prendre  pour  axe  des  x la  ligne 
qui  passe  par  le  point  donné , on  a,  à ce  point  ,y"  — z"  = n, 
et  pour  lors  F équation  (2)  donne 


— 


De  là,  on  conclut  aisément  que, 


■ r 

~ïT  > 


y — > 


ax  ax 

substituant  ces  valeurs  dans  (x),  et  réduisant,  on  a 
**  + 4V+r*=sV‘, 

d’où  l’on  tire 

r V .+«‘  + b‘ 


On  détermine  les  coordonnées  du  contact  à l’aide  de  l’é- 
quation (x);  en  effet,  en  y substituant  les  valeurs  ci-dessus 
de  y et  J en  fonction  de  x" , on  obtient 


ar 


V 1 + a*  -f-  b'  ’ 


et  par  suite 

t 

y — 


br 


V , + a*  + b'  ' 


\/  , -f.  a*  -f  b'  ’ 

■21.. 
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Pour  trouver  l’expression  de  la  perpendiculaire  abaissée 
du  centre  de  la  spbère  sur  le  plan  tangent , il  faut  faire  at- 
tention qu’à  ce  point,  x"  =y"  — z"  =z  a : or,  en  général , 

la  longueur  de  la  perpendiculaire  est  ( n°  1 24 ) . . 

a"  — ax"  — by"  — c » . . 

y/x+a'  + b'  ^ 1 

ment 


— c 

t +a%  +~b1' 

Mais  l’équation  (4)  donne  c = - 7 > z'  étant  la  coordonnée 

verticale  du  point  de  contact;  par  conséquent  l’expression 
de  la  perpendiculaire  devient 

c_  , . 

z V i -f  o*4-i‘  ’ 

1 

» f 

et  si  l’on  y met  pour  s sa  valeur  — ■— , on 

1 r V/i  + a*  + 6“ 

aura  r pour  résultat.  Donc  le  rayon  qui  passe  par  le  point 
de  contact  est  perpendiculaire  au  plan  tangent  : vérité  dé- 
montrée dans  tous  les  élémens  de  Géométrie,  et  qui  se  vérifie 
d’une  manière  fort  élégante  par  l’Analyse. 


PROBLÈME. 

i 

i5l.  Trouver  le  centre  d’une  sphère  qui  en  touche  une  autre, 
ainsi  qu’un  plan  donné  de  position , et  qui  passe  en  même 
temps  par  un  point  donné. 

• 

Pour  simplifier  les  calculs , plaçons  l’origine  des  axes  au 
«entre  de  la  sphère  connue,  et  supposons  que  le  plan  des 
x,  y soit  parallèle  au  plan  donné.  Cela  posé,  soient  x,y,  z les 
coordonnéesdu  centre  cherché,  a,  b,c  celles  du  point  connu, 
d la  distance  de  ce  plan  donné  au  plan  des  x , y,  enfin  r et 
u les  rayons  respectifs  des  sphères  connue  et  cherchée;  on 
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aura,  pour  la  condition  du  contact  des  deux,  sphères, 

*>  + y!,  + z*  = ('-  + “)’; 

pour  celle  du  contact  du  plan  et  de  la  sphère  cherchée , 
z — d — u, 

et  pour  exprimer  que  la  surface  de  cette  sphère  passe  par 
le  point  donné , 

!(«  — *)*+  (*  — y )*  + («  — *)*  = «*• 

Ainsi  le  problème  est  indéterminé , puisque  l’on  a moins 
d’équations  que  d’inconnues. 

Les  deux  premières  équations  combinées  entre  elles  pour 
éliminer  u , donnent 

*a  + y'1  — r1  -f-  d1  — 2 dz  + 2 rz  — 2 dr.  (î) 

La  seconde  et  la  troisième  équation  combinées  de  la  même 
manière,  fournissent  • 

aa  + b*  -f-  ca4-.*a  -f-y* — 7-ax  — 7.by — icz  =d 1 — 2 dz  ; 
et  si  l’on  soustrait  ces  deux  résultats  l’un  de  l’autre,  il  viendra 
<i'  + é*+c* — lax  — iby  — acz  = — i rz-f-  idr — r*.  (2) 

Les  deux  équations  (i)  et  (2)  peuvent  se  mettre  sous  les 
formes  suivantes  : ‘ 

-f- -j- 2 (d — r)  z = ra+ <3Ïa — 2 dr , (1') 

■zax  -(-  2 by  -f-  2 ( c — r)  z = aa  -f-  ia  -f-  ca  + r* — zdr.  (2') 

Si  l’on  éliminait  successivement  y et  z entre  celles-ci , on 
aurait  les  équations  des  projections  verticale  et  horizontale 
de  la  courbe  plane  sur  laquelle  sont  situés  tous  les  centres 
des  sphères  qui  résolvent  la  question.  Il  est  visible , par  la 
nature  de  ees  dernières  équations  ( 1') , (2') , que  cette  courbe 
résulte  de  l’intersection  d’un  paraboloïde  de  révolution  et 
d’un  plan , et  que  l’axe  du  paraboloïde  est  vertical  et  passe 
par  l’origine  des  axes. 

Afin  de  faire  encore  une  application  de  la  méthode  des 
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plans  tangens  , nous  résoudrons  les  deux  questions  suivantes, 
dont  la  première  est  relative  aux  ombres. 


4' 


PROBLEME 


1 5a.  Trouver  T équation  d’un  plan  tangent  à deux  sphères 
données  de  grandeur  et  de  position. 

Supposons , ce  qui  est  toujours  possible,  que  le  centre  de 
la  première  sphère  soit  à Forigiue  des  axes  rectangulaires, 
et  que  celui  de  la  seconde  sphère  soit  au  point  a,  b , c\  on 
aura , pour  les  équations  respectives  de  ces  sphères, 

*'*4 -ÿ'  + z'-r', 

C - a Y 4-  ( y"  - b y + ( - o*  = /•, 

et  pour  celles  des  plans  qui  leur  sont  respectivement  tangens» 

(0  . x*+yÿ  + zz'  = r3  , 

( * — a ) (x"-a)  + (y-b)  (y“-b)  + ( z-c ) (z"-c)  = r'*; 

ou  bien 

, x ÿ r* 

(1  ) z = — -j  x — J~r  y + - 


•a  y"  — b 

x — — — y 


Z —C  Z — c 

, <*(*"-«) 4- b(y"—b)+a(S—c)+r'* 

+ _ _r__ 

Ces  dernières  équations  doivent  être  identiques  pour  que 
les  deux  plans  coïncident  ; mais  d’ailleurs , en  exprimant 
que  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  la  seconde 
sphère  sur  le  plan  tangent  à la  première  sphère  est  égale  à 
/,  on  parviendra  delà  manière  la  plus  simple  - à l’éqüation 
du  plan  touchant  en  même  temps  ces  deux  sphères. 

En  effet,  les  coordonnées  du  centre  du  cercle  / étant 
abc,  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  le  plan  (1) 
aura  pour  expression 
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ax  4 -by'  + ci  — r* 


V — ± 


v x*  +/a + *’ 


«T  puisque  P — r , et  que  x'1  -{-y*  + !'*=:  r1,  (in  a,  en 
prenant  le  signe  inférieur  pour  indiquer  que  les  sphères 
sont  entre  le  plan  tangent  et  le  plan  des  xy , 

(2)  ax  + by'  -+-  Ci'  = r ( r — r ). 

Il  est  remarquable  que  *' , y , z'  étant  les  coordonnées 
du  point  où  le  plan  touche  dans  une  situation  quelconque 
la  première  sphère , cette  équation  est  celle  du  plan  de  la 
courbe  de  contact  sur  cette  sphère.  Si  l’on  en  tire 

ail r ( r — r'  ) by' 

V~  z'  'T~c’ 

et  qu’on  substitue  cette  valeur  dans  (1) , il  viendra  , à cause 
de  x — t/r‘  — — y'- , 

* — ~ [>(r—  r ) — by'—  c]  x—ayy  -t-  ar2 
a \1  r*  — * ’ — /’ 

Telle  est  l’équation  du  plan  tangent  aux  deux  sphères, 
et  dont  la  position  dépend  des  coordonnées  x' , y.'  Lorsqu’on 
prend , non-seulement  pour  plan  des  x,y  celui  qui  passe  par 
les  centres  des  deux  sphères , mais  encore  pour  axe  des  x la 
droite  qui  joint  ces  deux  points , on  a b = o ,c  = o;  et  cette 
équation  devient 

_ ar’  — r(r  — r)x  — ay'y 


l/aV  — r’  ( r—  r )*  — dry 


(E) 


ù cause  de  x 


f f Y —m  Y \ 

— — que  fqurnitdans  la  même  hypo- 


thèse la  relation  (2).  Cette  ^leur  de  x'  prouve  que  les  lignes 
de  contact  sont  dans  des  plans  perpendiculaires  à l’axe  des  x 
passant  par  les  centres  des  deux  sphères;  car  on  aurait  de 
même , relativement  à la  seconde  sphère, 
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Nous  ferons  observer  que  l’équation  (E)  acquiert  une 
forme  plus  simple,  en  y introduisant  les  coordonnées  a.,  $ 
du  point  où  la  tangente  commune  aux  deux  cercles  r,  r\ 
touche  le  premier  cercle.  En  effet , avec  un  peu  d’attention, 
l’on  obtient 


x 


r*  — a j — y' y 

— y3 


(E')  O 


Il  est  possible  de  trouver  un  résultat  qui  convienne  à la 
fois  à tons  les  plans  tangens,  c’est-à-dire  de  parvenir  à 
l’équation  de  la  surface  conique  qui  enveloppe  les  deux 
sphères  : en  voici  le  moyen. 

Si  dans  (E)  l’on  fait  y et  2 = o , et  qu’on  ait  égard  aux 
deux  situations  différentes  du  plan  tangent  par  rapport 
aux  sphères , on  aura , pour  l’abscisse  du  point  d’intersec- 
tion de  ce  plan. et  de  l’axe  des  x , 


ar 

X~r  qf  r m 


(3) 


(*)  Remarquons , en  passant , que  si  le  plan  (E)  devait  aussi  toucher  une 
troisième  sphère  du  rayon  r",  et  dont  les  coordonnées  dn  centre  fassent 
a',  b',  o , on  aorait  la  relation 

«V  ■+■  L’y'  = r (r  — r"),  (s') 

qui  donnerait,  en  vertn  de  la  valeur  précédente  de  x', 

, _ r'(r-r')  a'r(r  — r') 

. i ■ .*’  ~ b'~  ah' 

On  voit  par  là  quel  changcmcn0il  faudrait  faire  à l'équation  (E)  pour 
qu’elle  représentât  celle  d’u»  plan  touchant  trois  sphères  ; ce  qui  peut 
avoir  lieu  de  huit  manières  différente^ mais  il  est  plus  simple  d’employer 
son  équivalente  (E'),  dans  laquelle  W coordonnée  ■/  représente  dans  ce 
cas  la  perpendiculaire  à l’axe  des  x , abaissée  du  point  d’intersection  des 
deux  cordes  qui  joignent,  dans  le  cercle  r,  les  points  de  contact  des 
couples  de  tangentes  menées  symétriquement  aux  cercles  r / et  aux 
cardes  rr". 
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Or , ce  plan  , dans  toutes  ses  situations  possibles , touche 
la  première  sphère  suivant  une  circonférence  de  cercle,  ré- 
sultante de  la  commune  section  de  cette  sphère  et  d’un 

plan  perpendiculaire  aux  jt,  mené  à x — ^ (rq:  r')  de 

distance  de  l’origine  des  coordonnées  : la  question  est  donc 
réduite  à chercher  l’équation  de  la  surface  conique  en- 
gendrée par  une  droite  qui  tourne  autour  d’un  point  donné 
sur  l’axe  des  x , par  l’abscisse  (3) , et  qui  passe  constam- 
ment par  tous  les  points  de  la  courbe  d’intersection  des 
deux  surfaces 

**+>*+  **=**>) 


= -o- +'•')■ 


(4) 


Cela  posé  , les  équations  des  projections  de  la  génératrice 
étant  généralement  (n°  1 445 


J - b 

Z C ’ 


deviennent , dans  la  circonstance  actuelle  , 


Z 


(5) 


Combinant  celles  - ci  avec  les  précédentes  , on  trouvera 
aisément 

(*—  mY 


+ y-^t 


Si  Von  introduit  maintenant  ces  valeurs  dans  la  première 
équation  (4) , et  que  l’on  élimine  m , on  obtiendra  un  ré- 
sultat qui , étant  décomposé  en  facteurs , sera 

De  plus , si  l’on  réduit  tout  les  termes  au  même  dénomi- 
nateur, et  que  l’on  remplace  * et  /3  par  leurs  valeurs  (5), 
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on  aura  , réduction  faite , 


[(r  zp  r )jc  — ar]‘  + (y- * -+-  z’)  [(r  + r")1  — a1]  = o.  . 


Voilà  l’équation  que  nous  avions  en  vue  de  trouver  : en 
la  considérant  par  rapport  au  signe  supérieur , elle  appar- 
tient au  cône  circonscrit  aux  deux  sphères , et  dont  le  som- 
met est  sur  le  prolongement  de  la  droite  qui  joint  les  cen- 
tres; mais  en  prenant  le  signe  inférieur , elle  appartient  au 
cône  dont  le  sommet  est  entre  les  deux  sphères.  Si  l’une 
d’elles  était  un  corps  lumineux , et  que  l’autre  fût  un 
corps  opaque  éclairé  par  le  premier,  la  partie  pure  de 
l’ombre  serait  déterminée  par  le  premier  cône , et  la  par- 
tie de  la  pénombre  le  serait  par  le  second  cône.  Il  est  évi- 
dent que  cette  conséquence  est  générale , quelles  que  soient 
d’ailleurs  les  équations  des  surfaces  des  deux  corps  que 
l’on  considère.  Monge  est  le  premier  qui  ait  résolu  le  pro- 
blème général  des  ombres.  Les  observations  importantes 
dans  lesquelles  ce  savant  géomètre  est  entré  à ce  sujet , ne 
pouvant  qu’intéresser  les  amateurs  de  l’Analyse  et  de  la 
Géométrie  descriptive , nous  les  engageons  à consulter  les 
Mémoires  des  Savons  étrangers,  t.  IX. 

Lorsque  , dans  l’équation  ci-dessus , l’on  fait  s — o , on  a 


y — ± 


(r  — r )x  — ar 
t/V  — (r  — r'Ÿ  ’ 


d’où  l’on  voit  que  les  traces  de  la  surface  conique  sur  le  plan 
xy  , sont  deux  droites  placées  symétriquement  à l’égard 
de  l’axe  des  x , et  que  leur  point  d’intersection  , qui  est 
en  même  temps  le  sommet  du  cône , est  donné  par  l’ab- 

scissc  x — ? , comme  on  l’a  trouvé  ci-dessus,  et 


au  n°  55.  * 

11  résulte  de  là,  i°.  que  si  un  plan  est  tangent  à trois 
sphères,  il  touchera  en  même  temps  les  trois  cônes  circon- 
scrits aux  sphères  prises  deux  à deux  ; 2".  que  les  sommets 
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de  ces  cônes,  situés  sur  la  commune  section  de  ce  plan  et 
de  celui  qui  passe  par  les  centres  des  sphères  seront  tou- 
jours en  ligne  droite  ; propriété  qui  donne  nécessairement 
lieu  au  théorème  du  n°  80  , et  que  les  considérations  de  la 
Géométrie  dans  l’espace  font  aisément  découvrir. 

PROBLEME. 

ï 53.  Déterminer  l'équation  d'un  plan  tangent  à deux  dues 
droits  ayant  même  sommet. 

Deux  cônes  droits  C,  C"  ont  par  hypothèse  leur  som- 
met à l’origine  des  coordonnées  rectangles  ; l’axe  du  se- 
cond C"  coïncide  avec  celui  des  s ; mais  l’axe  du  premier 
a une  direction  quelconque  connue  par  les  cosinus  a4  b , 
c , des  angles  qu’il  fait  respectivement  avec  ceux  des  x , 
y,  s.  Si  donc  les  angles  générateurs  de  ces  cônes  sont  r, 
r",  les  équations  de  leurs  surfaces  seront  (n°  1 45) 

(a*  + by  + c*)*  = (**  +y‘+  s*)  cosV,  ( i ) 

2*  = (**  2*)  cosV".  (a) 

Or,  tout  plan  passant  par  l’origine  des  axes  a généralement 
pour  expression  (n°  122) 

D*  -4-  Ey  Fs  r=  o , (3) 

et  l’on  peut  supposer,  d’après  le  n°  128,  que  les  coefliciens 
D , E , E,  sont  liés  entre  eux  par  la  relation 

Ds  + E*-fF’=:i.  (4) 

Si  ce  plan  touche  extérieurement  les  deux  cônes  dont 
il  s’agit , ou , ce  qui  est  de  même  , s’il  les  laisse  d’un  même 
côté,  il  faudra  prendre  positivement  sin  r et  sin  r".  Dans 
ce  cas,  et  à cause  que  les  axes  des  cônes  C,  C*  %it  res- 
pectivement les  angles  r,  r " avec  le  plan  tangent,  on  a 
(n°  1 28)  ces  deux  équations 

«D  -f-  JE  -+-  rF  et  sin  r,  (5) 

F = sin  r",  (6) 
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lesquelles  étant  jointes  à la  précédente  (4)  feront  connaître 
D , E , F : elles  montrent  donc  que  le  problème  est  du  se- 
cond degré , et  qu’il  existe  par  conséquent  deux  plans  tan- 
géns  communs  aux  deux  cônes. 

Si  l’on  suppose  que  x , y , z soient  les  coordonnées  de 
l’une  ou  de  l’autre  ligne  de  contact  cherchée , les  équations 
(3,5,6)  auront  lieu  en  même  temps , et  fourniront  par 
leur  combinaison  les  valeurs  suivantes  : 

^ (sin  r — c sîn  r)y  + bz  sin  r" 

D ~ 7ïÿ~^~bx  ’ 


(sin  r — c sin  /')x  + az  sin  r" 

ay  — bx 

■'*  F = sin  r", 


qu’il  faudra  substituer  dans  (4) , afin  d’obtenir 

[(sin  r - c sin  + bz  sin  rj  1 =.  (a  _ bxy  ^y. 
-+-  [(sin  r — c sinr  )#  -f-  az  sin 


c’est-à-dire  l’équation  d’une  surface  dont  les  intersections 
avec  l’un  des  cônes  détermineront  les  lignes  de  contact 
avec  les  deux  plans  qui  touchent  à la  fois  extérieurement 
les  cônes  C"  et  C. 

En  la  développant , puis  la  multipliant  par  cosV"  , et  ré- 
duisant au  moyen  de  la  relation  a1  -F  b%  + c“  = i , qui 
est  la  même  que  celle  (4)  ; enfin  , en  ayant  égard  à l’équa- 
tion (2) , et  complétant  un  certain  carré , on  parviendra  dé- 
finitivement à ce  résultat  fort  simple, 

(ax  + by)  cosV'  = z (c  sin  r"  — sin  r)  sin  r".  ( 7) 

Telle  est  l’équation  du  plan  touchant  à la  fois  les  deux 
cônes  dont  il  s’agit.  C’est  ainsi  que  M.  Gergonne  a résolu  ce 
problème.  {Ann.  de  Math.  tom.  IV,  p.  358  ).  Nous  prou- 
verons au  n°  189,  qu’il  y a moyen  d’arriver  plus  directement 
au  même  résultat. 
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THÉORÈME.  . 

l54.  Lorsqu'une  sphère,  dont  le  centre  et  le  rayon  varient , 
touche  constamment  trois  sphères  fixes,  i°.  ce  centre  par- 
court une  courbe  du  second  ordre  dont  le  plan  est  à la  fois 
perpendiculaire  à celui  qui  contient  les  centres  des  trois 
sphères  fixes , et  à la  droite  sur  laquelle  se  trouvent  les 
sommets  des  trois  cônes  circonscrits  à ces  memes  sphères 
fixes ; 2°.  la  courbe  formée  par  les  points  de  contact  de 
la  sphère  mobile  et  de  chacune  des  sphères  fixes  est  un 
petit  cercle  de  cette  dernière  sphère. 

Désignons  par  r,  r,  r les  rayons  des  sphères  fixes,  et 
par  R le  rayon  de  la  sphère  mobile  ; plaçons  l’origine  des 
axes  rectangles  au  centre  de  la  première  sphère , et  repré- 
sentons généralement  par  a , b,  c-y  a',  b' , c’ ; X,  Y,  Z , les 
coordonnées  des  centres  des  sphères  r ,*  r",  R ; mais  pour 


reudre  les  calculs  plus  simples , supposons  b — o , c = o , 
c'  = o ; on  aura , en  considérant  les  contacts  supérieurs  au 
plan  des  xy  , et  d’après  le  n°  1 1 7 , 

Xa  + Ya  + Z4  = (R  + r)%  (1) 

(X  — a)*  + Y‘+Z‘=(R  + /),,  (2) 

(X  —a'y  + (Y  — 6')2+  Za  = (R  + r")a.  (3) 


De  la  première  équation  soustrayant  successivement  la 
seconde  et  la  troisième  , puis  éliminant  R entre  les  deux 
restes,  on  obtiendra  un  résultat  indépendant  de  ce  rayon 
variable  et  de  la  coordonnée  Z,  savoir  : 

0'(r  — r')  _ a (r  — /)]  X -f  b\r—  r)  Y 
= (a'a  + *'a+r‘-r''‘)(^') 

équation  qui  peut  s’écrire  plus  simplement  en  y introdui- 
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sant  les  abscisses  des  points  où  les  axes  radicaux  des  cercles 
r,  r et  r"  coupent  chacun  en  particulier  l’as  e des  *.  En  ef- 
fet, il  est  clair,  par  ce  qui  a été  démontré  au  n°  129,  que 
la  première  abscisse 


a»  +r«—  r 

2a 


et  que  la  seconde  abscisse 


1 + &'»  -f-  r*  — r"* 


2a 


ainsi  l’on  a 


[«'  (r  - r ) - a (r  - r")]  X + 6'  (r  - r')  Y 
= a*  (r  — r)  — a*  (r  — r"). 


C’est  l’équation  d’un  plan  perpendiculaire  à celui  des  xy , 
puisqu’elle  est  indépendante  de  Z.  Si  l’on  en  tirait  la  valeur 
de  X et  qu’on  la  substituât  dans  (1)  , ensuite  qu’on  éliminât 
2aX  — a’-fr'*-  r1 

du  résultat  le  rayon  R = ? ^ > on  airlve‘ 

rait  à une  équation  du  second  degré  entre  Y et  Z , qui  repré- 
senterait, sur  le  plan  des  y 2 , la  projection  de  la  courbe  par- 
courue par  le  centre  de  la  sphère  mobile  ; donc  cette  courbe 
est  plane  et  du  second  ordre  , et  son  plan  est  perpendi- 
culaire à celui  des  centres  des  trois  spheres  fixes. 

D’un  autre  côté  il  résulte  de  la  remarque  contenue  dans 
la  note  de  la  page  328,  que  l’equation  de  la  trace  horizon- 
tale du  plan  tangent  aux  trois  sphères  fixes,  est 

b'  (r  — r')  * + [ a (r—  r")  — a (r  — r)  ]y-  = ab'r  ; 


or,  en  comparant  cette  équation  à la  précédente  (A.),  on 
reconnaît  que  ce  plan  et  cette  droite  sont  perpendiculaires 
l’une  l’autre  , n°  124. 

Désignonsmaintcnant  par  x , y',  z les  coordonnées  du  point 
où  la  sphère  mobile  touche  le  premier  cercle  -,  on  aura  évi- 
demment ces  relations , 
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d’où 


R 


r(X-x'). 
! 


et  comme  les  équations  (i , 2)  soustraites  l’une  de  l’autre 
donnent 


2R  (r  — /)  = 2 aX  — a*  -j-  r'*  — r*  , 
on  a,  en  éliminant  R, 


et  par  suite 


Ces  valeurs  changent  l’équation  (A)  en  une  autre  égale- 
ment linéaire  en  x y , et  qui  démontre  par  conséquent  la 
deuxième  partie  du  théorème  énoncé. 

11  existe  huit  séries  de  sphères  qui  peuvent  toucher  trois 
sphères  données  , et  dont  les  centres  mobiles  sont  distribués 
sur  quatre  courbes  différentes. 

La  solution  du  problème  où  il  s’agit  de  déterminer  une 
sphère  qui  en  touche  quatre  autres  données  de  grandeur 
et  de  position  dans  l’espace  , est  naturellement  une  consé- 
quence de  celle  qui  précède.  En  effet,  si  l’on  construit  parles 
méthodes  de  la  Géométrie  descriptive  les  plans  qui  contien- 
nent les  centres  des  sphères  mobiles  touchant  les  sphères 
données,  prises  trois  à trois , ces  plans  se  couperont  en  un 
point  commun  qui  sera  le  centre  de  la  cinquième  sphère 
cherchée  ; mais  voyez  à cet  égard  la  Géométrie  descriptive 
de  M.  Hachette,  page  172.  Enfin  , si  l’on  cherche  parmi  les 
sphères  mobiles  celles  qui  ont  leurs  centres  dans  le  plan  de 
celui  des  centres  de  trois  sphères  fixes  avec  lesquelles  elles 
forment  contact , ces  centres  seront  ceux  des  cercles  tou- 
chant à la  fois  trois  cercles  donnés. 


*'[q»-(r-rTl 
“ ax'—r(r  — r')  ’ 


Y_  / [«*  — (r— r)1] 
ax'  — r (r  — 7)  ' 
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CHAPITRE  Y II 

Problèmes  et  théorèmes  dont  les  solutions  ou  les 
démonstrations  sont  fondées  sur  la  théorie  pré- 
cédente. 


i55.  Voici  encore  diverses  propositions  de  Géométrie  â 
trois  dimensions  , qui  peuvent  être  traitées  par  l’analyse 
élémentaire , et  dont  quelques-unes  sont  des  généralisations 
de  certaines  propositions  que  nous  avons' données  dans  la 
section  précédente.  Comme  le  Journal  de  l’École  Polytech- 
nique, la  Correspondance  sur  cette  école  et  les  Annales  de 
Mathématiques,  fournissent  une  ample  moisson  de  problèmes 
et  de  théorèmes  de  ce  genre , nous  ne  présenterons  guère  ici 
que  ceux  qui  ont  été  l’objet  de  nos  propres  recherches , ou 
qui  donnent  lieu  à des  calculs  simples. 

, PROBLÈME. 

Connaissant  les  aires  de  deux  sections  parallèles  faites  dans 
la- sphère , et  la  distance  de  ces  sections  j trouver  le  rayon 
de  la  sphère  } et  le  volume  du  segment  qui  a ces  mimes 
■ sections  pour  bases. 

Les  sections  de  la  sphère  étant  des  cercles,  on  aura  leurs 
rayons  par  l’une  des  formules  du  n*  22  ; et  si , par  le  centre 
de  la  sphère , on  mène  un  plan  perpendiculaire  aux  sections 
dont  il  s’agit , ce  plan  coupera  ces  sections  suivant  deux  cordes 
parallèles  qui  seront  respectivement  les  diamètres  de  ces 
' mêmes  sections  : ainsi  la  question  sera  d’abord  réduite  à dé- 
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terminer  le  rayon  d’un  grand  cercle  de  la  sphère , connais- 
sant les  longueurs  des  cordes  parallèles , et  leur  plus  courte 
distance.  , • , 

[Fig.  89].  Cela  posé,  soient  Mm,  M ' m’  les  diamètres 
des  sections  de  la  sphère  ; et  désignons  par  »fi,  * fi’  les 
coordonnées  des  points  M , M'  ; par  z la  flèche  BP'  ; par  h 
l’intervalle  PP'  ; enfin , par  r le  rayon  cherché  AB  ; on  aura 
* — r — z'  — h , à ■=.  r — z . Or  , par  la  propriété  du 
cercle  , on  a 


r (r-h-zy+fi>=r> ,1 
\ (r^z'Y- f(8'*  = r';/  (A) 


= r\  1 

+ 0 '*=,*,/  U l fit* 

développant  et  prenant  la  différence  de  ces  deux  dernières 
équations , on  trouve 


(3'a  — fi>  , h 

~~  + r~V 


mais  soit , pour  simplifier  , 

fi2  — /S'1 


on  aura 


h 


/ — 4_  

2 ‘ r 2' 

substituant  cette  valeur  dans  la  seconde  équation  (A)  ré' 
duite , on  obtiendra 

4r“=  4^*+  (a+A)‘. 

Ce  résultat  est  précisément  l’expression  de  la  propriété  4u 
triangle  rectangle  qui  a 2r  pour  hypoténuse , et  dont  les 
deux  côtés  de  l’angle  droit  sont  2 fi'  et  u -f-  h : donc , si  au 
point  m'  on  élève  m'  N perpendiculairement  à la  plus  petite 
corde  M'm  , et  que  l’on  prenne  QN  égale  à la  quatrième 
proportionnelle  aux  trois  lignes  iw'Q,  MQ , Q m , c’est-à-dire 
S* B>’2  . 

— -, ; la  droite  NM',,  sera  le  diamètre  demandé. 


22 


» 
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U s’agit  maintenant  de  trouver  l’expression  du  volume 
du  segment  sphérique  MM'  mm.  Or , le  segment  sphérique 
à une  seule  base  étant  la  différence  du  secteur  circulaire  au 
cône  qui  a pour  base  celle  du  segment , et  dont  le  sommet 
est  au  centre  de  la  sphère  , il  s’ensuit  que  le  segment  sphé- 
rique MBto  a pour  mesure  xzJ  (r — 3 z),  et  que  celle  du 
segment  sphérique  M'Bwi'  est  *z'%  (r  — 3 z')  ; z et  z dési-  . 
gnant  respectivement  les  flèches  BP,  BP' . Le  volume  du 
segment  MM'roro,  que  l’on  considère , est  donc 

t ■ y— »»■(**  — 

Mais  h — z — z',  par  conséquent , 

V —%h  [ \r(z -f- z')  — 7 (z*  + zz'  -f-  z a) 

D’ailleurs  l’équation. du  cercle,  en  plaçant  l’origine  au 
point  B , donnant  (n°  47) 

/S*  = 2 rz  — z%  — irz  — z'*, 


on  a 


(S1  -f-  /3'*  = 2P  (z  + z')  — (z*  + z'a)  ; 

d’où  l’on  tire  * 

. . ..  /3‘-f-£'a  + z*  + z'* 

r (z  + z ) = > 


et  cette  valeur  étant  substituée  dans  celle  de  V , on  trouve 

v>=*(ï!^£)+£. 

C’est-à-dire  que  le  volume  du  segment  sphérique  à deux 
bases  parallèles  a pour  mesure  la  demi-somme  de  ces  bases 
multipliée  par  son  épaisseur,  plus  le  volume  de  la  sphère  dont 
cette  épaisseur  est  le  diamètre. 


PHOBLijiE. 

i56.  Trouver  la  perspective  d’une  droite  donnée  dans 
l’espace. 

Si  par  l’oeil  et  par  la  droite  donnée  on  conçoit  un  plan  in- 
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défi  ni , ce  plan  pénétrera  un  tableau  interposé  entre  l’œil 
et  la  droite , suivant  une  ligne  qui  sera  la  perspective  ou 
l’apparence  de  la  droite  donnée.  Le  problème  à résoudre  se 
réduit  donc  à trouver  d’abord  les  équations  de  ces  deux  sur- 
faces , et  ensuite  celle  de  la  trace  du  plan  visuel  sur  le  ta- 
bleau ou  le  plan  perspectif 

Les  équations  de  la  droite  donnée  sont 

x — az  -f-  a , y ■=.  bz  fl  \ 

et  en  supposant  l’œil  à l’origine  des  coordonnées  rectangles, 
le  plan  passant  par  ce  point  aura  généralement  pour  équa- 
tion 

(i)  A*  + By4-a  = o; 

mais  comme  ce  plan  doit  passer  aussi  par  le  point  où  la 
droite  dont  il  s’agit  perce  le  plan  des  xy , point  qui  a évi- 
demment pour  coordonnées 

z = o,  x —a. , y—&, 
l’équation  (i)  fournira  cette  relation 

(a)  An  + B£  = o , , » 

entre  les  coefficiens  A , B qu’il  faut  déterminer. 

D’un  autre  côté,  toute  droite  parallèle  à celle  donnée,  et 
passant  par  l’origine  des  axes,  a pour  équations 

x — az  , y zxzbz-y 

et  puisque  le  plan  (i)  doit  contenir  cette  seconde  droite, on 
aura  cette  autre  relation  ou  équation  de  condition 

(3)  Aa+B6-f-i=o. 

Opérant  alors  sur  (a  et  3 ) par  voie  d'élimination , il 
viendra 

— fi 


A — 


B = , 


' a fi  — etb’  “ a fi  — *b  ’ 
et  substituant  ces  valeurs  dans  (i) , on  aura  pour  équation 

32.. 
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du  plan  visuel 

(4)  — &r  + «y  + (<*£  — ab)z  = o. 

Maintenant , si  l’on  suppose  que  le  tableau  soit  un  plan 
vertical  parallèle  à l’axe  des  x , son  équation  sera  y = p , 
fc  étant  une  constante  ; remplaçant  donc  y par  cette  con- 
stante dans  l’équation  du  plan  (4)  , celle  de  la  perspective 
de  la  droite  donnée  sera 

(5)  z {aÇL  — ab^  — frx  — xp. 

Une  autre  droite  dont  les  équations  seraient 

x = a z + * , y = b' z -j- 
aurait  pareillement  pour  perspective 

(6)  z(a'|8'  — a!  b')  — fi'x  — *>  ; 

et  si  les  deux  droites  données  étaient  parallèles  entre  elles  ? 
on  exprimerait  analytiquement  cette  circonstance , en  fai- 
sant a—  a,  b'  — b dans  les  équations  ( 5 , 6 ) , lesquelles 
deviendraient  respectivement 

(5')  z(a/3  — ab)  = (2*  — cip  , 

(6')  z{aff—  ub)  = fi'x  — a!p\ 

on  trouverait  alors  que  les  coordonnées  des  points  d’inter- 
section des  perspectives  de  ces  deux  droites  parallèles  se- 
raient sur  le  tableau , 


Il  suit  de  là  que  quel  que  soit  le  nombre  de  droites  paral- 
lèles entre  elles,  leurs  perspectives  se  couperont  en  un  seul 
point  ; c’est  ce  point  d’intersection  qu’on  nomme  point  ac - 
cidentel  dans  les  Traités  de  Perspective  linéaire. 

Le  point  de  vue  sur  le  plan  perspectif  est  le  pied  de  la 
perpendiculaire  p abaissée  de  l’œil  sur  ce  plan,  ou,  en 
d’autres  termes  , est  la  projection  orthogonale  de  cet  œil. 
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[Voyez  les  Traités  de  Géométrie  descriptive , par  MM.  La- 
croix et  Hachette.) 

Lorsque  les  droites  données  sont  parallèles  et  horizon- 
tales, on  a . 

i,i  i l 

— o,  -_^_o, 

et  les  coordonnées  du  point  accidentel  sur  le  tableau  sont 
- o 

X—  - , Z — O. 

o 

Mais  l’abscisse  x ne  se  présenterait  pas  sous  la  forme  indéter-  . 
minée  si  les  coefficiens  a,  b étaient  exprimés  en  fonction 
des  coordonnées  x'y s' , x"y“z  de  deux  points  de  l’une  des 
droites  , de  la  première  par  exemple. 

En  effet , on  aurait  dans  ce  cas  . • ' 


et  par  suite, 


Ce  résultat  nous  fait  voir  que  si  les  droites  données 
étaient  toutes  perpendiculaires  au  tableau , ce  qui  exige- 
rait que  x'  = x" , le  point  accidentel  serait  au  point  de  vue 
ou  à l’origine  des  axes. 

Si  au  contraire  les  droites  lioriiontales  données  étaient 
parallèles  au  tableau  , on  aurait  y = y“  , et  les  coordon- 
nées du  point  accidentel  seraient 


c’est-à-dire  que  leurs  perspectives  seraient  elles-mêmes  pa- 
rallèles à l’axe  des  x.  - >■ 

On  verra  plus  loin  d’autres  propriétés  de  cette  projec- 
i ion  perspective.  , i 


Digitized  by  Google 


PROPOSITIONS 


34* 

* . 

PROBLEME. 

i5 rj.  Mener  un  plan  à travers  tant  de  points  donnés  qu  on 
voudra  > de  manière  qu’en  abaissant  de  ces  points  des 
perpendiculaires  à ce  planj  la  somme  des  perpendicu- 
laires situées  d’un  côté  soit  égale  à la  somme  de  ceües 
qui  se  trouvent  de  l’autre  côté. 

Soient 


a,  fiy  \ 

LM, 

a!  $ y'  l les  coordonnées  des  points  < 

M', 

<t"(*v  J 1 

| M". 

Le  plan  sur  lequel  sont  abaissées  les  perpendiculaires 

a généralement  pour  équation 

Ax  -}-By+Ca+D  = o, 

ou  pour  plus  de  simplicité , 

z = ax  + by  + c y 

et  la  longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée  d’un  point 
xyz  sur  ce  même  plan  , a pôur  expression 

z — ax  — by  — c 
V/i+a'+ê1 

Il  suit  de  là  et  de  l’énoncé  de  la  proposition , que 
y — au — b$ — c+y' — a.a.' — b fi' — c = — y" +a<d'+bfi"+e  , 
en  pfenâîît  tiégatitemeiit  les  valeurs  dés  perpendiculaires 
qui  soint  situées  au-dessoüs  du  plan.  SI,  de  cette  égalité,  on 
tire  la  valeur  de  c , on  aura 

— 0(0+  *'+  + £-f  g")  + y -t-y'-t-y 

c—  3 

C«Mme  on  iife  pètit  pas  établît  d’autre  relation  entre  les 
coefficiens  inconnus  a , b , c , il  est  évident  qu’il  existe  une 
infinité  de  plans  qtoi  satisfont  à la  question  proposée  : or , 
en  substituant  la  valeur  précédente  de  c dans 
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a “ ax  by  -f-  c , il  eu  résultera 

* 3 -V 3 7+V 3 > 

cette  équation  est  visiblement  celle  d'un  plan  mené  par  on 
point  fixe , dont  les  coordonnées  sont 

“ + Æ -f-  fl  $"  y -j-  y -J-  y" 

3 3 ’ 3 » 

* ou  en  général, 

*+«'+«\..«C— 0 ^_(_g'+4''.../3t»-0  y+y'+y"...yC«-o 

n n ’ n ’ 

n désignant  le  nombre  des  points  donnés. 

De  là  découle  cette  conséquence  remarquable , savoir  : 
que  tout  plan  qui  passe  par  le  centre  des  moyennes  di- 
stances de  plusieurs  points  placés  comme  on  voudra  , à l’é- 
gard de  trois  plans  rectangulaires,  jouit  de  la  propriété 
exigée  par  l’énoncé  du  problème  proposé. 

On  traiterait  aussi  facilement  la  question  inverse  , c’est- 
à-dire  que  l’on  pourrait  prouver  que  la  somme  des  perpen- 
diculaires abaissées  d’un  côté  du  plan , passant  constam- 
ment par  le  centre  des  moyennes  distances  , est  égale  à la 
somme  des  perpendiculaires  abaissées  de  l’autre  côté;  e.n 
effet , l’équation  géuéraîe  de  ce  plan  est  (n°  122) 

A(*  — *0  ■+■  B(y  —y')  +C  («  — *')  = o. 

Mais  , dans  cette  circonstance, 

«/ , Æ+Æ'-f-  , y-f-y'-f-y' 

- 3 ’ y 3 — ’ I== — 3 — - 


ainsi , au  moyen  de  ces  valeurs,  et  en  faisant  d’ailleurs 
pour  abréger , « + *'-+.*"  = [*],  # + /}'  + /!"  — [g]  , 

y + y + v"  ~ [y]  > l’équation  précédente  devient 


Digitized  by  Google 


344 


PROPOSITIONS 


(o  ' 

Or , la  somme  des  perpendiculaires  abaissées  des  points 
M,  M'  sur  le  plan  dont  il  est  question,  est,  d’après  ce  qui 
précède,  et  en  faisant  pour  le  moment  abstraction  du  déno- 
minateur \/  i -f-  a%  ■+■  b-  , 


y-\-y — 


4->[f 


ajoutant  à cette  somme  la  quantité  nulle , 

ci  [et]  ~ a [<t]  -f  b [/S]  — b + [>3  — [v] , 
puis  réduisant,  oïl  aura,  à cause  de  , etc., 

— V_  4.  ' 

Ce  résultat  auquel  on  doit  restituer  le  dénominateur 
V 1 a2  + b*  , étant  l’expression  même  de  la  perpendicu- 
laire abaissée  du  point  M"  sur  le  plan  proposé  (1) , et  en 
sens  contraire  des  deux  premières , il  s’ensuit  que  les  deux 
sommes  faites  séparément  des  perpendiculaires  positives  et 
négatives  sont  dans  le  rapport  d’égalité;  et  il  est  incon- 
testable que  cette  propriété  a toujours  lieu,  quels  que  soient 
le  nombre  des  points  donnés  et  les  valeurs  de  a,  b.  Nous 
allons  passer  à la  solution  d’un  autre  problème  dont  celui- 
ci  est  un  cas  particulier. 

PROBLÈME. 


i58.  Mener  un  plan  dans  V espace , de  manière  que  la  somme 
des  perpendiculaires  abaissées  sur  ce  plan  et  de  plusieurs 
points  donnés  à volonté,  soit  égale  à une  droite  don- 
née m. 

Supposons  que  les  perpendiculaires  soient  d’un  même  côté 
du  plan  cherché  et  au  nombre  de  trois  seulement,  pour 
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abréger  le  calcul;  l’équation  de  ce  plan  sera 
z — ax  -4-  by  + e ; 

M-  . 

et  la  perpendiculaire  à ce  même  plan  aura  généralement  pour 
expression 

z — ax  — by  — c 

1 -f-  a*  + b% 

Ainsi , relativement  aux  points  donnés  x'y'z' ,x"y"z  , x’y’z", 
on  aura , en  se  conformant  d’ailleurs  à l’énoncé  de  la  pro- 
position , 


(z'  — ax'  — by  — c)  + (z“  — ax  —by'  c) 
+ (zw  — a*"  — by”  — c)  = m / t + «»  + b\ 

Substituant,  dans  l’équation  du  plan  cherché,  pour  c sa  va- 
leur tirée  de  l’équation  précédente,  on  obtiendra 


z+z" +z‘ 


+ b (y  — 


m \/  1 -f-a'-l-6a 


1+q»-f-6»\ 
a ' 


y+y'+y" 


> 


Si  l’on  transporte  les  axes  parallèlement  à eux-mêmes , et 
si  l’on  place  leur  origine  au  centre  des  moyennes  distances 
des  trois  points  donnés , on  aura  simplement , en  désignant 
par  xy,z,  les  coordonnées  relatives  aux  nouveaux  axes, 


f m 


V/  1 + a1  -f-  b' 


) +h\- 


Cette  équation  est  évidemment  celle  d’un  plan  mené  par 
un  point  de  l’axe  des  x , distant  de  la  nouvelle  origine  de  la 

quantité  y + a -f  b œtte  qUantïté  désigne 

précisément  l’abscisse  du  point  par  lequel  passerait  un  plan 
à la  fois  parallèle  à un  autre  plan  donné  à volonté , et  tan- 


gent à une  sphère  ayant  jiour  rayon  (n"  1 5o  ) , ou  en 


Digitized  by  Google 


PROPOSITIONS 


346 

général  —,  n étant  le  nombre  des  points  donnés,  et  m la 

TL 

• somme  des  perpendiculaires.  Donc , tous  les  plans  qui  satis- 
font à la  proposition  sont  tangens  à une  sphère  dont  le  cen- 
tre est  celui  des  moyennes  distances  des  points  donnés,  et 
dont  le  rayon  est  égal  à la  somme  des  perpendiculaires  en 
question,  divisée  par  le  nombre  de  ces  points. 

II  est  remarquable  que  cette  conséquence  se  déduirait 
immédiatement,  et  sans  calcul,  du  Principe  des  momens 
démontré  en  Statique  ; mais  il  convient  de  prouver  les  pro- 
positions de  pure  Géométrie  par  le  seul  secours  de  l’analyse. 

PROBLÈME. 

t5g.  Par  un  point  donne  dans  un  angle  trièdre  trirecLm- 
gle}  mener  un  plan  de  manière  que  sa  partie  interceptée 
dans  cet  angle  forme  un  triangle  semblable  à un  triangle 
donné. 

Prenons  les  arêtes  de  l’angle  trièdre  trirectangle  pour  les 
axes  des  coordonnées;  représentons  par  a,  b,  c les  côtés  du 
triangle  donné,  et  par  A,  B,  C les  angles  respectivement 
opposés  à ces  côtés;  enfin,  désignons  par  x' ,ÿ , z les  coordon- 
nées du  point  donné. 

L’équation  d’un  plan  étant  en  général 

mX  -f-  riY  + pZ  — q , 

les  segmens  x,y,  z,  qu’il  interceptera  sur  les  axes  des  X,  Y,  Z, 
s’obtiendront  en  faisant  successivement  Y et  Z =3  o , X et 
Z±=o,XetY=o,et  changeant  X en  x,  Y en  y et  Z en  z ; 
ainsi  l’on  aura 


• : q q q 

x y z 

de  là  l’équation  du  plan  cherché  sera 

X Y , Z 

— H - = >. 

* jg  • 
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et  puisque  ce  plan  doit  passer  par  le  point  dcmué,  on  aura 


ou  chassant  les  dénominateurs,  il  viendra  pour  prpmierc 
équation  entre  les  inconnues  x,  y , s, 

( 1 ) x'yz  + y' xz  + z xy  = xyz. 

Si  l’on  fait 

y*  + 2“  = a3, 

x1  + a3  = 6", 

**  +-JT*  = C'% 

les  lignes  a' , V , c seront  les  côtés  du  triangle  à construire  ; 
mais  ce  triangle  devant  être  semblable  au  triangle  donne 
a , b,  c , on  a nécessairement,  «n  vertu  de  cette  similitude  , 

a — Aa,  et  par  suite  y%  4*  3*  = A3a3  , 1 

b'  = A b,  x3  4-  z3  = A’i3  , > (2) 

t'  — ac  , x3  4“  y — ^c'  > j 

le  coefficient  A étant  un  nombre  qu’il  s’agit  de  déterminer. 
Pour  cet  effet  l’on  combinera  les  équations  (1,  2)  entre  les 
quatre  inconnues  x , y , z , A , et  l’on  aura  au  moyen  de  celles 
( 2 ) et  des  relations  du  n°  3 , 


2x*  = A*  ( b1  c1  — a?  ) = 7./?bc  cos  A , 

2y3  = A*  (c1  4-  a"  — b3)  = 2 A 3 eu  cosB, 

2 z%  = a3  (a3  4-  i3  — c3)  = 2AaaZi  cosC, 


par  suite, 

~ 3 

x = a l/  bc  cos  A , 1 

A 

_y  — A racos  B,  r 

(3) 

z = A 4/  ab  cos  C J * 

• 

ces  valeurs  étant  substituées  dans  la  relation  ( 1 ) il  vient 

après  les  réductions , 

a — ...  * f y | 

Z 

V bc  cos  A 1/  ca  cos  B 

y ab  cos  fî 
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et  les  valeurs  ( 3 ) sc  changeront  en  celles-ci  : 


, , , , / b cos  A , / c 

= * + y V t^tb  +!Vâ 


co  s A 


y— y + 


='v/_ 

'I  ' . 

= z + * Vc 


co  s C ’ 

•c  cos  B , / a cos  B 
6 cos  C x V b cos  A ’ 


cos  C ,.  / 

r + * v ; 


b cosC 


c cos  A J V c cos  B 
Le  problème  proposé  se  trouve  donc  résolu.  M.  Gergonne 
qui  a donné  cette  solution  analytique,  fait  remarquer  que  si 
des  sommets  du  triangle  donné  \\>n  abaisse  des  perpendi- 
culaires sur  les  côtés  opposés  considérés  comme  les  diamè- 
tres de  demi-circonférences , ces  perpendiculaires  formeront 
sur  chacun  des  côtés , des  segmens  adjacens  qui  seront  entre 
eux  comme  les  carrés  des  cordes  menées  des  extrémités  de 
ces  mêmes  côtés  aux  points  où  ces  perpendiculaires  cou- 
peront les  circonférences;  et  conséquemment  les  valeurs 
ci-dessus  de  x,y,  z prendront  une  forme  rationnelle  en  sub- 
stituant aux  segmens  dont'  il  s’agit  les  carrés  des  cordes 
correspondantes.  Par  exemple,  les  deux  termes  delà  fraction 

b co  s A , „ , . 

■g-,  se  composent  des  deux  segmens  du  cote  c : il  est 

très  facile  de  faire  la  transformation  indiquée. 
( Voyez  d’ailleurs  les  Ann.  de  Mathèm.  ; tom.  X , p.  383.) 

TIlÉOBèME. 


a co  s 
donc 


160.  Dans  tout  quadrilatère  plan'ou  gauche  la  somme  des 
carrés  des  deux  diagonales j plus  quatre  fois  le  carré  dt  la 
ligne  qui  joint  les  milieux  de  ces  diagonales , est  égale  à la 
somme  des  carrés  des  quatre  côtés. 

[Fig.  90.]  Soient 
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les  coordonnées  des  points 

M M'  M"  ' M* 

« 

situées  d’une  manière  quelconque  dans  l’espace. 

Faisons  en  outre 

AM  = a,  AM'  = a',  AM"  = a",  AM* 
MM'=c,  MM*=  c',  M’M*  — c",  M"M*=  c*, 
MM"=D,  M'M*  = D',  nri  = fc. 

Il  est  visible  que  les  coordonnées  des  points  n , n , milieux 
des  diagonales  D,  D',  sont 


pour  le  premier, 

f 

et  pour  le  second , 


«+*"  y+y°  *+=" 

2 ’ 2 ’ 2 

X +x"  ÿ y"  z'-t-ï* 

n y _ j • 


Cela  posé,  on  a évidemment,  par  la  propriété  du  triangle 
rectangle , 


D’ =(*_*")*+ (y  _y')>  + (s_s*)a, 

D'2 = (*'  — *•)*;+(/  — yv  + (*'—  s*)*, 

= j>  4-  *"  — (*'  -f  **)]»  + [y  4-  y"  — (/  +y*)}a 


Développant  les  puissances  indiquées  et  n’écrivant,  pour 
abréger,  que  les  premiers  termes  des  quantités  qui  sont  de 
la  forme  ?.(xr' -\-yy' -F zz' ) , on  obtiendra,  à cause  de 
+y  + z1  = a%  etc. , 

D*  = a1  + a"‘  — 2 

D"  = a1 '•  + a*“  — 2 (*'**  . . . ) , 

4«s=  a»  + a*  + a”‘  + a*1 

— 2(  X X ) — 2(  XX* ) — 2 (*V  ..  .) 

- 2{x"xm  ...)  +2(**"  . . . ) +2(*v.  . .)  ; 

additionnant  ces  équations,  il  viendra,  après  avoir  effacé  les 
termes  qui  se  détruisent, 
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[a>  +a’s — 2(*  *'•••)] +[<**  +a-1  2(**  ")]> 

Mais  lès  premier,  deuxième,  troisième  et  quatrième 
termes  du  second  membre  de  celle-ci , sont  respectivement 
les  carrés  des  quatre  côtés  c c c"  c";  donc 

D*  -f-  D'*  + 4 f*2~c*  + c'*  + c**; 

ce  qu’il  fallait  démontrer. 

Lorsque  n — o , les  deux  diagonales  se  coupent  mutuel- 
lement en  deux  parties  égales,  et  le  quadrilatère  se  change 
en  rhombe  ; alors  on  a simplement 

D1  4-  D'a  — 2ca  + 2 c'a , 
comme  on  le  savait  déjà. 

Cette  proposition  élégante  dont  Euler  avait  seulement 
reconnu  l’existence  pour  le  quadrilatère  plan  (tome  V des 
' Nouveaux  Commentaires  de  Pétersbourg ),  et  que  Carnot 
a généralisée  dans  sa  Géométrie  de  position , peut  être  démon- 
trée plus  rapidement  à l’aide  du  théorème  du  n°  58,  et 
cela  doit  être  , parce'qu’ alors  on  part  d’une  relation  immé- 
diate entre  les  lignes  que  l’on  considère  dans  le  quadri- 
latère. 

théorème 

Concernant  l’hexaèdre  irrégulier. 

iGi.  [Fig.  91O  Soit  l’hexaèdre  irrégulier  A c pour  lequel 
nous  ferons 

Aa  — a,  Ce  — b , abr=.e  , cd 
bc  = g,  ad  = h , ac=OT,  bdaam  , 

BÔ=A,Drf  = B,  AB  = E,  CD  = F , aC  — d,  kc  = <t\ 
BC  — G , AD  = H,  AC  = M , BD  = M',  hD  = D,  M = D'. 

La  ligne  qui  joint  les  milieux  des  diagonales 
DD'  = P,  MM'  = Q, 
dd  — p , mm  = q. 
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Cela  posé , les  quadrilatères  abcd,  ABCD  donneront , par 
ce  qui  précède , 

m'  + m!%  = «’-}-  f'  + f?  4-  A1  — 4?*» 

M*  + M'*  = E*  + F*  + G*  4-  H*  — 4Q*. 

lies  quadrilatères  AC ca,  BDdb  fourniront  de  même 

a2  + b>  4-  m*  + M*  = d*  + <?>  4-4  p' , 

A*  4-  B2  4-  m'»  -f  M'2  = D2  4-  D'a  4-  4 Ps  ; 

ajoutant  ces  dernières  équations , et  substituant  pour 
ni 1 4*  m/2  et  M2  4-  M'2  leurs  valeurs , on  aura 

«»4- **+ *•+/■+ _ f *+f+V  + W 
4-  A24-B24-E24-F24-G24-Haj  1 +4/)24-4?24-4P*4-4Qa; 

formule  qui , étant  traduite  en  langage  ordinaire  , serait 
l’énoncé  d’un  beau  théorème  relatif  aux  hexaèdres  dont  les 
arêtes  forment  des  quadrilatères  quelconques. 

On  conçoit  que  quand  toutes  les  faces  d’un  hexaèdre  sont 
des  parallélogrammes,  les  lignes  P,  p,  Q,  q sont  nulles ; 
pour  lors,  l’équation  précédente  se  réduit  à 

4A2  4-  4E2  4-  4G*  = D*  -f-  D'2  4-  & 4 

c’est-à-dire  que  dans  tout  parallélépipède  la  somme  des 
carrés  des  quatre  diagonales  est  égale  à la  somme  des  carrés 
des  douze  arêtes. 

problème  . 

162.  Par  deux  points  donnés  dans  l’espace  mener  deux 
droites  qui  fassent  entre  elles  un  angle  donné. 

Soient  en  général  ugy,et'fi' y' les  coordonnées  rectangulaires 
des  points  donnés  M , M'  ; et  x , y , z , celles  du  sommet  D de 
l’angle  donné. 

Les  équations  des  droites  DM , DM'  sont  respectivement 

a.  — x = a (y  — z),  1 l et  — x = d (y'  —2), 

fi  — y — b {y — z ),  / \ fi'  — y x=  M ( y'  — 
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or  , si  V désigne  l’angle  de  ces  deux  droites,  on  auran°  t 20 , 
j/Ca  — a'Y+lb  — b ' f+jab'  — a b ÿ 

tang  V = - 1 + aa+bV 

Substituant  donc  pour  a,  a’,  b,  b’  leurs  valeurs  fournies  par 
les  équations  précédentes , on  obtiendra  une  équation  en  xyz 
qui  sera  celle  de  la  surface  sur  laquelle  sont  situés  tous  les 
points  D qui  résolvent  la  question  ; mais  comme  cette  ques- 
tion conserve  évidemment  toute  sa  généralité,  quelle  que 
soit  la  position  des  points  M,  M' , à l’égard  des  plans  coor- 
donnés , supposons  que  le  point  M soit  l’origine,  et  que  le 
{joint  M'  soit  sur  l’axe  des  x;  alors  les  équations  des  droites 
DM  , DM'  se  réduiront  à 


et  la  valeur  de  tangente  V sera  simplement , toutes  réductions 

faites,  

cl'  \/y ' + z* 

tan6  V = **  + + «'*  ’ 


parlant , 

(x*+y  + *V-*'*)‘  = üÿv  k'a  + S*)-  (2) 


Quoique.eette  formule  soit  encore  assez  compliquée  , cela 
n’empêche  pas  que  l’on  ne  reconnaisse  aisément  qu’elle  donne 
lieu  à une  surface  de  révolution  engendrée  par  un  arc  de 
cercle  capable  de  l’angle  V,  et  tournant  autour  de  sa  corde 
MM'  = et'.  En  effet , si  l’on  fait  passer  un  plan  par  cette 
droite  et  par  le  point  D,  et  qu’on  désigne  par  u une  or- 
donnée prise  dans  ce  plan,  perpendiculairement  à x , on 


aura , à cause  de  u1  —y*  + s1 , 


(«•+*-« '*)‘  = n^Tv«^i 


ou  extrayant  la  racine  carrée  de  part  et  d’autre , 
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* 


*“  + a'  — ol  x — ± 


tang  V' 


(3) 


Cette  équation  entre  * et  u est  celle  du  cercle  (n°  g4  ) , et 
reste  la  même, quelle  que  soit  la  position  du  plan  MDM'  ; le 
sommet  de  l’angle  constant  des  deux  droites  DM  , DM'  est 
donc  sur  la  surface  du  solide  de  révolution  dont  il  vient 
d’être  parlé. 

On  voit  par  là  le  moyen  de  résoudre  la  question  suivante  : 
Déterminer  la  position  d’un  point  situé  hors  d’un  plan  , en 
supposant  que  l’on  connaisse  les  angles  que  font  entre  elles 
les  droites  menées  de  ce  point  à trois  autres  points  donnés 
sur  ce  plan.  ( Voyez,  pour  là  solution  graphique  de  ce  pro- 
blème , la  Géométrie  descriptive  de  Monge  , ou  celle  de 
M.  Lacroix.)  En  y appliquant  l’analyse , on  aurait , comme 
je  l'ai  fait  voir  dans  la  première  édition  de  mon  Traité  de 
Géodésie,  à résoudre  en  définitive  une  équation  du  huitième 
degré  ; mais  en  opérant  de  la  sorte , la  solution  du  pro- 
blème perdrait  nécessairement  toute  son  élégance  et  toute 
sa„  simplicité. 

Si  les  points  D , M',  M*  étaient  donnés  sur  la  sphère,  et 
que  l’angle  M'DM"  fût  celui  des  deux  arcs  de  grand  cercle 
DM',  DM",  la  question  se  résoudrait  d’une  manière  analogue 
à la  précédente. 

Dans  cette  hypothèse  , soient 


les  coordonnées  rectangles  des  points 
D,  M',  M", 

et  plaçons  l’origine  au  centre  de  la  sphère  dont  nous  ferons 
le  rayon  égal  à l’unité.  Cela  posé , les  équations  des  plans 
des  deux  arcs  DM',  DM*  seront 


A*  -J-  % + Cz,  = o, 

A's  “f1  B fy  -f1  C '*  « o , 

33 
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et  l’angle  ç de  ces  plans  sera  donné  par  la  formule 

AA'+BB'+CC' 

(4)  cos  p - ^ Aq:  gq-p  y<A*.+  b/*+c'*  ' 

Or,  d’après  le  n°  122 , 

• A = yz  — zy\  A'  = yz"  - zy\  ^ 

B = zx'  — xz',  B'  ==•***  — xz", 

C = xy  — yx,  C'  = xy"  — y*'- 

*(  Substituant  donc  ces  valeurs  dans  (4) , puis  développant 
et  réduisant  en  vertu  des  relations  x‘+  y*+  z*  = • , etc. , 
cos  t = *V  4-  //  ■+■  **"  = cos  M'M*  , démontrées  au 

n°  120,  il  viendra  ■ ; 


équation  appartenant  évidemment.à  une  surface  du  4*  de- 
gré en  xyz , et  dont  l’intersection  avec  la  surface  de  la 
sphère  produirait  une  courbe  qui  serait  le  lieu  de  tous  les 

points  D qui  satisfont  à la  question.  . ^ * ' 

Mais  le  problème  serait  tout  - à - fait  déterminé , si  les 
arcs  DM'  =t' , DM*  = /t*  étaient  connus.  En  effet , il  ré- 
sulte du  n*  120  que 

xx'  + yy’  -h  zz'  = cosi,  •»/ 

**“  4-  yy  4-  iZ“  — cosk". 

« 

Pour  avoir  une  3e  Quation  du  premier  degré  en  xyz, 

désignons  par  | le  volume  de  la  pyramide  appuyée  sur  le 

triangle  sphérique  DM'M",  dont  les  côtés  sont  h , h' , k"  , et 
qui  a son  sommet  à l’origine  des  axes;  nous  aurons  (n°  122), 
en  changeant  D en  S , 
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• (/«'-  + (*'*'—  *Vfr  + (*y-  yV)  Z = s. 

Telles  sont  les  trois  équations  à combiner  entre  elles  pour 
avoir  les  coordonnées  x ,y,  z,  dont  les  valeurs  seront  as- 
sez simples , en  faisant  attention  aux  relations  précédentes , 
et  à ce  que  le  dénominateur  commun  de  ces  valeurs  se  ré- 
duit à ^ , 

y _ (*V  + y' y"  + ,'*»)»  = Sin*A 

Nous  engageons  le  lecteur  à effectuer  ce  calcul  et  a as- 
signer lui-même  le  cas  dans  lequel  la  valeur  de  S doit  être 
prise  positivement  ou  négativement.  Au  reste,  on  a (n°  173) 

j ■ y.  . 

„ . ./r  . fk+k'+k"\  . /'V+ k"-k\  . ('k+Kr-k‘\. 

S=-a V L‘inv  à >,DC  à >■<——>■<—-) } 

Comme  rien  n’empêche,  en  Géographie,  de  prendre  l’é- 
quateur terrestre  pour  le  plan  des  x y , et  le  premier 
méridien  pour  celui  des  xz , on  a (n°  137)  ,en  désignant 
par  A et  p la  latitude  et  la  longitude  du  point  D , 
x ~ cos  p cos  A , y = sin  p cos  a , z — sin  a , 
et  par  suite , 

y . , 

tang  /)=-,  i = smA,  * 


Ce  dernier  problème  est  une  généralisation  de  celui  du 
n°  65.  Quoique  sa  solution  soit  peu  compliquée  , elle  l’est 
cependant  encore  trop  pour  être  employée  de  préférence 
à celle  dont  on  fait  usage , en  pareille  circonstance , dans 
les  opérations  géodésiques  , où  il  est  d’ailleurs  important 
d’avoir  égard  à la  non-sphéricité  du  globe  terrestre.  ( Gio - 
désitj  tom.  I , p.  296.)  * 

Si , en  Astronomie , l’on  se  proposait  de  déterminer  la 
position  d’un  astre  au  moyen  de  ses  distances  à deux  étoiles 
connues , l’on  pourrait  y parvenir  à l’aide  de  l’analyse  pré- 
cédente. ( Voyez  la  Correspondance  astron.  et  géograph.  de 
M.  de Zacb,  vol.  IX , page  385.) 

» 23.. 
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l63.  Étant  donnes  tant  de  points  qu’on  voudra  dans  V es- 
pace j en  trouver  un  autre  tel,  que  menant  par  ce  point 
une  droite  à chacun  des  autres,  la  somme  des  carrés  de 
ces  lignes  soit  égale  à un  carré  donné. 

Supposons , pour  abréger  les  calculs,  qu’il  n’y  ait  que 
trois  points  donnés  , ce  qui  n’ôte  rien  de  la  généralité  de 
la  solution  du  présent  problème  et  appelons 


il  : il  il 


les  coordonnées  des  points 
A 


A' 

A 


A*. 


(A) 


Soient  en  outre  x,y,  z celles  du  point  M cherché. 

On  aura  , en  vertu  du  n°  129  > 

am*=  (*  — <*)*  4-  (y  — 0 )*  + (*  — y )*»j 

ÂMVÎ^  (*  — <)*  -h  (y  — &Y  + (a  — v'y, , 

hW—  (X  — *')*  + (y  — fiuy  + (a  — /)*•  > 

Si  l’on  égale  à q * la  somme  des  seconds  membres  de  ceS 
équations  développées,  on  aura,  après  avoir  divisé  tout 
par  3, 

*’+/“  + a* 

+ P+  &’)y  - §(y + v+ v> 
4-  + *"t  + fi'+ï‘  + r + y’ 4- y'*  4-  y"*) 

= ?-- 3 ' 

Il  suit  de  cette  équation  , que  tous  les  points  qui  satis- 
font au  problème  sont  situés  sur  la  surface  d’une  sphère 
dont  le  centre  est  précisément  celui  des  forces  parallèles 
supposées  toutes  égales  entre  elles  et  appliquées  aux  points 
donnés  A , A' , A". . . . , oü  , ce  qui  est  de  même  , celui 
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des  moyennes  distances  de  ces  mêmes  points  aux  trois  plans 
coordonnés. 

■"En  effet,  le  moyen  de  transporter  l’origine  au  centre 
de  la  sphère , est  de  mettre  dans  l’équation  précédente , 


, , « + «'+«" 
*4 5 


£ + £'4*£*  , y+v'-f-y* 

y 1 o > * t-  5 


au  lieu  de  x , y,  *;  et  comme  la  résultante  est  de  la  forme 


*'“  + /*  4- *'*=îR% 


il  s’ensuit  que  les  coordonnées  du  centre  de  la  sphère  à 
décrire  sont,  en  général  , '•-« 

« 4-  «4-  »...  fi  + f+fiT—  y + y'+y*-. 

n ’ n ’ n * 

n étant  le  nombre  des  points  donnés  ; ce  centre  est  donc 
celui  des  moyennes  distances  de  ces  points  aux  trois  plans 
coordonnés. 

Il  est  à propos  de  remarquer  que  la  somme  des  se- 
conds membres  des  équations  (A)  est  susceptible  d’être  ex- 
primée en  fonction  des  moyennes  distances , et  c’est  à 
quoi  nous  allons  parvenir,  sans  recourir  à aucun  principe 
de  Géométrie. 

Supposons  que  l’on  ait  n binômes  de  la  forme 

(*—«)*,  (*—«')*,  (*_*<*->)». 

En  les  développant  et  en  les  ajoutant , leur  somme  sera 
nx'  — 2 («  -f-  st'  -J-  et”  -f*.... 

+ (•*  4-  «'*  4-  «*■  +....  «d"-!*)  = S.  (1) 

* ' t * 

Soit,  pour  simplifier, 

« + «'  4-  = [*] , *»  4-  4-  *'*....=  [«»} , 


on  aura 

nxx— 2[«3*-f-[«*]=S, 
et  l’on  peut  donner  à cette  expression  la  forme 
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> • n r ,1  I n(n — 0 r an  2nx  r i c 

"x  + rï  C«*]  + ---«■■■  03  — — ■ 03  = S J 

»*  rl 


(2) 


(3) 


or,  il  est  facile  de  voir  que 

♦ 

«*  4-  -î  0 3 4-  — W 

Tl  * Tl 

= » (*  - K+  -'••-)  ; 

et  si  l’on  fait  encore  pour  simplifier, 

« * = \jut  J , 

*>  * t * 

l’équation  (2)  deviendra 

”(*  - *?)■+  ^ M - = s. 

\ n / n n 

• w#  " •*'  * r -r  • ’ 

D’un  autre  côté  , les  second  et  troisième  termes  du 
premier  membre  de  cette  équation  peuvent  être  écrits 
ainsi  : • 

et  en  examinant  avec  attention  le  second  membre  de  cette 
équation  identique , on  reconnaît  qu’il  dérive  du  dévelop- 
pement de  • . 

" I . f . K.  ..  - * ' * 

Il  suit  de  là  que  l’équation  (3)  ou  (1)  prend  la  forme 

+(«  ^ ir)  * ■(•*-  ^ÿ)  = s- 

Donc  , si  l’on  ajoute  ensemble  les  équations  (A)  , l’on  aura 
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cette  relation  remarquable  : 

+ (*■  - ¥) + (f  - ¥j + O--  w 

4 3(*  - CÿJ  + 3(,-M)’+3(.  - &3)’ 


Donc  , dans  tout  polygone  rectiligne  plan  ou  gauche  , la 
somme  des  carrés  des  distances  de  tous  les  angles  à un 
point  quelconque  pris  dans  V espace , est  égale  à la  somme 
des  carrés  des  distances  de  ces  mêmes  angles  au  centre  des 
moyennes  distances  j plus  au  carré  de  la  distance  de  ce 
centre  au  premier  point  pris  dans  l’espace  j multiplié  par 
le  nombre  des  angles  du  polygone. 

Au-delà  de  trois  dimensions , la  relation  précédente  ne 
signifie  plus  rien  en  Géométrie , mais  étant  appliquée  aux 
nombres  , elle  en  exprime  , comme  on  voit,  une  assez  belle 
propriété. 

Si  l’on  demandait,  maintenant , que  la  somme  q1  fut  un 
minimum , on  verrait  que  le  point  cherché  xyz  serait  le 
centre  même  des  moyennes  distances  de  tous  les  points 
donnés  : en  effet,  puisque  dans  l’équation  précédente  les 
termes  de  la  quatrième  ligne  sont  les  seuls  qui  varient, 
et  que  la  somme  de  ces  termes  est  essentiellement  posi- 
tive , il  faut , pour  que  cette  somme  devienne  nulle , que 
l’on  ait  séparément 


C'est  aussi  à quoi  l’on  serait  conduit  en  égalant  à zéro 
la  différentielle  de  la  valeur  de  q'  ( Calcul  différentiel  de 
M.  Lacroix  ) \ différentielle  qui  doit  être  prise  successi- 
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veinent  par  rapport  à x ,y , z,  vu  l’indépendance  de  ces 
variables. 

THÉORÈME. 

i64-  Si  Us  centres  ou  sommets  d'une  suite  de  surfaces 
coniques  enveloppant  une  surface  du  second  ordre  , sont 
tous  sur  un  même  plan  situé  d’une  manière  quelcon- 
que dans  P espace  j Us  plans  des  lignes  de  contact  de  ces 
surfaces  coniques  avec  la  surface  donnée  passeront  tous 
par  un  même  point. 

L’équation  d’une  surface  du  second  ordre , rapportée  à 
des  axes  obliques,  étant 

AV  + B 'y'  + CV+  aiy*  = o,  (1) 

celle  du  plan  tangent  rapportée  aux  mêmes  axes  , et  assu- 
jettie à passer  par  un  point  ayant  pour  coordonnées  et,  fi,  y, 
est  (n°  i48) 

(GV-}-  D’)ac  4*  B’/Sjy  4*  A yz  4”  Tf  ^ o.  (2) 

Cette  équation  (2)  est  aussi  essentiellement  celle  du  plan 
de  la  courbe  de  contact  de  la  surface  (1)  et  de  la  surface 
conique  enveloppante , dont  les  coordonnées  du  sommet  ou 
du  centre  sont  et , fi  , y,  et  comme  l’abscisse  du  point  où  ce 
plan  coupe  l’oxe  des  x est 

_r  DV 
*'  '~’c'i4-D/’ 

1 on  voit  que  cette  abscisse  ne  dépend  que  de  la  coordonnée 

« : sa  valeur  sera  donc  la  même  quand  on’  ne  fera  varier 
que  les  deux  autres  coordonnées  fi , y.  Or,  rien  ne  s’oppo- 
sant à ce  que  l’ôn  prenne  l’un  des  plans  coordonnés  paral- 
lèle au  plan  sur  lequel  sont  situés  les  sommetsides  surfaces 
coniques,  il  est  évident  <^ue  ce  plan  contiendra  les  coordon- 
nées Æ , y , et  que  tous  ceux  des  courbes  de  contact  dont 
il  s’agit  se  couperont  en  un  même  point  de  l’axe  des  x ; 
ce  qui  prouve  la  proposition  énoncée. 
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Recherche  des  équations  des  courbes  qui  résultent  des 
sections  du  cône  par  un  plan. 

i65.  Lorsque  l’on  eut  découvert , par  la  Géométrie , les 
principales  propriétés  des  différentes  courbes  que  l’on  ob- 
tient en  coupant  un  cône  à base  circulaire  par  un  plan  , 
et  que  l’on  eut  inventé  l’Algèbre  , on  chercha  à vérifier 
ces  propriétés  par  le  calcul  algébrique , en  considérant  sim- 
plement ces  courbes  en  elles-mêmes;  c’est-à-dire  qu’on  les 
regarda  comme  des  lignes  tracées  sur  un  plan  suivant  uns 
certaine  loi , ou  comme  des  cas  particuliers  de  l’équation 
la  plus  générale  du  second  degré  entre  deux  variables. 
Pour  démontrer  synthétiquement  l’identité  de  ces  courbes 
avec  les  sections  coniques,  on  suppose,  dans  tous  les  li- 
vres élémentaires , que  le  plan  Coupant  est  toujours  per- 
pendiculaire au  point  mené  par  l’axe  (n°  i5i.  L.  G);  mais 
celte  méthode , qui  n’est  point  générale  , laisse  par  consé- 
quent quelque  chose  à désirer.  En  voici  une  autre  entiè- 
rement analytique,  qui  remplit  mieux  le  but,  et  me  pa- 
rait plus  simple  que  toutes  celles  qui , à ma  connaissance , 
ont  été  employées  jusqu’à  présent  pour  ect  objet. 

[Fig.  92. J L’cquation  de  la  surface  du  cône  oblique, 
est,  par  le  n°  1 44  > 

(aa-f-  c*(ar‘-f-<y*)  — lacxz  — •xbcyz  — o ; (C) 

son  sommet  étant  placé  à l’origine  des  coordonnées  rec- 
tangulaires, sa  base  étant  parallèle  au  pl$n  fies  xy,  le  centre 
O de  cette  base  ayant  pour  coordonnées  a , b , c , et  son 
rayon  BO  étant  désigné  par  r. 

Le  moyen  qui  semble  le  plus  commode  pour  discuter  la 
courbe  d’intersection  cherchée,  est,  comme  au  n°  i34, 
de  placer  l’origine  et  la  direction  des  axes , de  manière  que 
deux  des  nouvelles  coordonnées  relatives  à la  surface  du 
cône  soient  précisément  dans  le  plan  coupant  ; car,  on  con- 
çoit que  pour  toute  la  partie  commune  à ce  plan  et  à la 
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surface  conique , la  troisième  coordonnée  est  nulle.  Nous 
pourrions  donc  employer,  à cet  effet , les  formules 

x — “ + x'  cos  p -f- y sin  ç cos  9 , 

- y — Æ + x'  sin  <p  — y cos  <p  cos  8 , 

* ==  y + y sin  Ô , 

f étant  l’angle  que  la  trace  horizontal  e X'K  du  plan  cou- 
pant Y'KX'  fait  avec  l’axe  des  * , et  8 l’angle  que  ce 
même  plan  forme  avec  celui  des  xy.  Mais  pour  simplifier 
les  calculs,  sans  altérer  en  rien  leur  généralité  , nous  fe- 
rons , dans  ces  formules , sin  = i et  /3  = o , c’est-à- 
dire  que  nous  placeiy»^^  nouvelle  origine  N dans  le  plan 
xz  ; alors  on  aura 

angle  Y'KX=«, 


( x = a + my, 

on  simplement  \ y = x', 

z ~ 7 4-  ny. 
Cela  posé,  si  l’on  élimine  de  l’équation  (C)  les  variables 
x,  y,  z k l’aide  de  ces  valeurs,  on  obtiendra  , en  faisan! 
a'  + b'-r>  = p,  , 


( Pn%  + ca/ra“ — iacmn)y'*  — 2 bcnxy'  -f-  cV*  j 
4-  2 ( pyn  -f  uc'm—  amen  — acym)y'  — ibcyx  | (D) 

, ~b  Pï*  ~h  «aca  — 2 a»cy  — o.  3 

Cette  équatior^,  qui  est  celle  de  la  courbe  d’intersection 
du  plan  xy  et  de  la  surface  conique,  donne  nécessaire- 
ment naissance  à l’une  des  trois  courbes  du, second  ordre  , 
puisqu’elle  est  de  la  forme  ,<*■  'u'~ 

A/a-4-  B xy'  + Cx'‘  + Dy'+  Ex ' -f  F = o,  (D') 

11  ne  s’agit  donc  plus  que  d’assigner  la  position  du  plan 
sécant , pour  qu’il  en  résulte  telle  ou  telle  courbe. 

Si  1 on  suppose  d’abord  * = o , yno,  ce  plan  passera 
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par  l’origine,  et  Pon  aura  simplement  . 


cam* — a acmn)y*  — a bcnx'y  c'x'1  — 0 > 1 ,p. 

ou  A/*  Bx'r'  -+-  Cx  '‘  ~ o.  J 


Cette  nouvelle  formule  appartient  en  général  au  système 
de  deux  droites;  car  , en  la  résolvant  par  rapport  à y' , on 
obtient 


H ±y/f  Ba  — 4 A 
. a A 


d’où  il  suit  que  tant  que  la  quantité  B*  — 4^C  n’est  pas 
nulle  ou  négative , la  section  entière  du  plan  x'y'  passant 
par  le  sommet  du  cène  forme  un  triangle;  mais  lorsque 
B* — = o , les  deux  droites  fournies  par  l’équation 
précédente  se  confondant,  le  plan  coupant  est  évidemment 
tangent  à la  surface  conique.  Cette  circonstance  a donc 
lieu  quand  le  premier  membre  d'ftf  j'équatian  (E)  est  un 
carré.  # 

Si , en  supposant  seulement  y = o , on  cherchait  ce  que 
devient  la  section  du  plan  x'y  dans  le  cas  où  n — o , 
l’équation  (D)  se  réduirait  à 

(/  + «)*  + *'*  = o-, 

et,  comme  alors  la  valeur  de  y ne  peut  être  réelle  qu’au- 
• tant  que  x'  = o , auquel  cas  y — — * , il  en  résulte 
que  la  section  se  réduit  à un  point  ; ce  qui  est  d’ailleurs 
évident. 

Pour  une  section  parabolique  , l’équation  (D)  fournit 
entre  les  coefficiens  de  ses  trois  premiers  termes , la  rela- 
tion 

B1  — 4 AC  = o , ou  Z»1»1  — pu1  — c’/rea  -4*  ?.  acmn  = o , 

que  l’on  peut  mettre  sou»  la  forme  suivante,  en  remplaçant  p 
par  sa  valeur , 

(an  r >'frt  )a  = r’/t”, 

et  d’où  l’on  tire 
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tt  , c \ 

- — tang  9 = — — - . 
m a zf  r 

Ce  résultat  nous  apprend  que  pour  que  la  section  soit 
une  parabole  , le  plan  coupant  qui  passe  ailleurs  que  par  la 
primitive  origine  A [ïig.  g3],  doit  être  parallèle  à la 
ligne  génératrice  du  cône.  En  effet , si  l’on  forme  le  prisme 
triangulaire  G AH,  ËFB,  la  tangente  de  l’angle  FBE  sera 
EF  c 

jjjg  = - — tang  9 : donc  je  plan  coupant  qui  a sa 

trace  horizontale  perpendiculaire  à BDF , et  qui  fait  un 
angle  8 avec  le  plan  xy , est  nécessairement  parallèle  au  plan 
BAF , et  par  conséquent  à la  génératrice  AB.  Pour  le  cas  de 

tang  9 = , il  estcîairqueleplan  coupant  est  parallèle 

à AD  ; mais  alors  la  section  parabolique  a lieu  dans  le  cône 
inférieur  à ABD , formé  par  la  même  génératrice  AB. 

Si  l’on  résopt  l’équation  (D')  , et  que  l’on  ait  égard  à la 
relation  B1  — 4 AC  = o , on  aura  donc  pour  la  parabole 
Bj  + D . i 
y îA  2 A 

On  voit  bien  aussi  que  (D)  est  à l’ellipse  ou  à l’hyperbole 

selon  que  tang  « > — ~ — , ou  tang*  < — ^ — , puisque 

a r a -4-  7* 

dans  le  premier  cas,  B1  — 4AC  < o , et  que  , dans  le  se- 
cond cas  , B2  — 4AC  > o : or , pour  l’un  et  l’ autre  , on  a 
Bi  + D 

* = ÏÂ— 

1/{(B»-4AC)*’+2(BD-2AE)*+D’-4AF}  ; 

et  le  plan  sécant,  qui  engendre  Fhyperbole,  coupe  à la  fois 
les  deux  cônes  opposés.  Cette  courbe  a des  asymptotes  don- 
nées par 

»=-  4 {,✓  irfT4*c+ 

2A  2*1  ^ y/ Ba  — 4AC  J 


■±-T-  V/{2(BD  — 2AE)*+D*  — 4AF). 
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Enfin , l’équation  (D)  est  celle  du  cercle,  si  les  deux  équa- 
tions de  condition 

pn?  -f-  c*ot*  — vtacmn  = e* , 
ben  — o , 

ont  lieu  à la  fois , ou , ce  qui  est  de  même , si 

î {<!>-«•>£-  ”•}=«• 

. » U 

bc  — =5  O. 
m 

La  première  a deux  racines  , dont  Tune  , — =tangô=o , 

satisfait  à la  seconde  équation  ; mais  Celle-ci , qui  n’est  que 
du  premier  degré,  ne  peut  être  vérifiée  par  la  seconde  racine, 

tang  t =r  il  faut  donc,  pour  ce  cas,  que  l’on  ait  en 

P c 

outre  b = o.  De  cette  analyse  il  résulte  que  le  plan  coupant 
donne  une  section  circulairedans  deux  positions  différentes; 
d’abord  lorsque  ce  plan  est  parallèle  à la  base  du  cône  ; ensuite 
lorsque , formant  avec  cette  base  un  angle  dont  la  tangente 

— — — — — , il  est  en  même  temps  perpendiculaire  à la 

section  formée  dans  le  cône  par  un  autre  plan  perpendicu- 
laire à la  base  de  ce  corps  et  passant  par  son  axe. 

La  situation  du  plan  coupant , à l’égard  des  génératri- 
ces AB,  AD  £fig.  943»  «t  facile  à reconnaître  , lorsque 

tang  t = —■ — ^ — ; car  si  l’on  imagine  dans  le  cône  la 

section  triangulaire  ABD , dont  on  vient  de  parler  , la 
droite  BD  sera  le  diamètre  de  la  base  conique , et 
la  droite  AG  la  hauteur  de  ce  cône  : on  aura  alors 
BD  • - 

OB  — — — — r , OG  = a , AG  = c , BG  = a — r ; et 

soit  l’angle  DBA  = B , l’angle  BD  A = D , on  aura , par  la 
formule  trigonométrique  connue, 
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tang  (B  — D)  = 


tang  B — tang  D 
i tang  B tang  D ’ 


Or,  pour  le  cas  de  la  figure,  tang  B = 


et  tang  D = 


c 

a + r 


il  suit  de  laque 


tang  (B — D) 


— lac 


majs  cette  valeur  est  précisément  celle  de  tangente  9 prise 
avec  un  signe  contraire  ; donc  tang  9 = — tang  (B  — D ). 
Donc , si  l’on  fait  l’angle  ABR  = D , on  aura 


tang  R'BD  = — tang.(B  — D ). 

Ainsi,  en  menant  par  la  droite  RR',  ou  par  toute  autre 
qui  lui  soit  parallèle , un  plan  perpendiculaire  à BAD , il  en- 
gendrera une  section  circulaire  sur  la  surface  conique  ; sec- 
tion qu’on  nomme  anti-parallèle  ou  sous-contraire  , eu  égard 
à celle  qui  aurait  lieu  parallèlement  à la  base  du  cène.  On 
voit  bien  que  l’une  et  l’autre  section  se  confondent  lorsque 
a = o , c’est-à-dire  quand  le  cône  est  droit. 

Euler,  dans  V Appendix  de  superficiebus  qui  terminele  second 
volume  de  son  Introd.  in  analys.  infinit. , a traité  aussi  cette 
même  question  d’une  manière  très  générale  (*)  : il  y consi- 
• dèrele  cône  à base  elliptique  dont  nous  avons  donné  l’équa- 
tion au  n°  1 44  » mais  nous  avons  jugé  utile  d’envisager  la  chose 
sous  un  point  de  vue  un  peu  différent.  Néanmoins , le  lecteur 
fera  bien  de  s’exercer  sur  le  même  sujet , sans  s’astreindre  à 
suivre  en  tout  point  notre  procédé  analytique  : il  pourra , par 
exemple,  comme  l’a  fait  M.  Gergonne  {Ann.  de  Math., 
tome  XII,  page  1 13),  chercher  l’équationla  plus  générale  de 
la  surface  convexe  d’un  cône  à base  circulaire , et  discuter  la 
courbe  produite  par  la  trace  de  cette  surface  sur  l’un  des 
plans  coordonnés. 

(*)  y oyez  la  iraduclion  française  Hc  ici  ouvrage , parLabey. 


Digitized  by  Google 


DE  QBOlfÉTRIE. 


36>j 

THÉORÈME. 

166.  Si  deux  plans  rectangulaires  sont  assujettis  à se  mou- 
voir entre  d^ux  droites  fixes  , leur  commune  section  engen- 
drera un  cône  qui  aura  même  sommet  que  celui  de  Sangle 
des  deux  droites  fixes,  et  dont  la  base  sera  un  cercle  perpen- 
diculaire à l’une  ou  à l’autre  de  ces  droites. 

[Fig.  96.3  Soient  AM,  AM'  les  deux  droites  fixes 
données  , ou  les  traces  horizontales  des  deux  plans  rec- 
tangulaires passant  par  l’origine  des  coordonnées.  Les  équa- 
tions de  ces  plans  sont. 

Ax  B y •+-  Cz  = o , 

A'r  -(-  Bjy  -f"  ==  o , 

4 lesquelles  ont  lieu  en  même  temps  à la  ligne  d’intersection  j 
et  la  condition  de  perpendicularité  est  exprimée  par 

AA'+ BB'  + CC'=o. 

De  là  on  tire 

(AA'+BB'>*H-BBy-f-AAV4-(AB'+A'B)^y=eo.  (t) 

Telle  est  l’équation  de  la  surface  conique  engendrée  par 
la  commune  section  des  deux  plans  rectangulaires.  Lors- 
que z = o , on  a seulement 

(By  + A*)(B>  + A'*)=o, 

c’est-à-dire  que  le  plan  des  x y coupe  le  cône  suivant  les 
deux  droites  AM , AM' , dont  les  équations  respectives 
sont 

Ajt-f-By  = o,  A'x-l-B 'y=zo. 

Tout  plan  parallèle  à celui  des  xy  coupe  le  cône  suivant 
une  hyperbole,  puisque  ( AB'  — A'B)aJ>o;  d’oh  il  suit 
que  le  cône  est  placé  obliquement  à l’égard  de  ce  plan. 

Pour  déterminer  .la  position  de  la  base  circulaire  de  ce 
cône,  il  faut  substituer  dans  l’équation  (1)  les  valeurs 
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* — a -f-  x cos  <p  -f  y'  cos  fl  siu  f , 
y — x sin$  — 'y  cos  9tx>sip  , 
z ~ y sin  9 , 

obtenues  au  n°  i34-  Mais,  pour  plus  de  simplicjté , soit 

x = a 4-  mx  -+-  pny, 

y = nx’  — pmy, 

t 

z = qy  > 

et  l’on  aura 

( (AA'  + BBV+BBy/u*  1 
(4-  AA'p*»1  — (AB'  + A'B)  p’nm  P 

_|_  . { BBV-+-  AA'ma+(AB'+A'B)«m.  ) x* 

r nWnmp  — zBB’nmp  ï ^ , 

+ \+  (AB'  + A'B)  (nap  — »»>)  / ^ 

+ m*+n/+b  = o. 

La  section  par  le  nouveau  plan  xy  , sera  un  cercle,  si 
les  coefficiens  de  *'*  et/1  sont  égaux,  et  si  celui  de  afÿ 
est  _ 0 . or , ce  dernier  devenant  nul  par  la  supposition 

de«=  ioogr,  la  première  relation  se  réduit  à 
(Bot  — An)  (B'm  — A'n)  = o ; 

d’où  l’on  tire 

n B n B' 

- = tang<p  = -£,  ou  — = tang  f—jü 

mais  les  droites  AM  et  AM'  font  avec  AX  des  angles  dont 
les  tangentes  sont  respectivement 

A A^ 

B ’ B" 

donc  la  base  circulaire  du  cône  est  perpendiculaire  à l’une 
ou  à l’autre  de  ces  droites. 

Ce  théorème , qui  est  dû  à M.  Hachette , se  trouve  dé- 
montré géométriquement  dans  le  n°  6 <1§  la  Correspon- 
dance sur  l’École  P oly  technique , pag.  179. 
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• 67.  D’un  point  donné  sur  un  plan  inçlinè  > mener  dans 
ce  plan  une  droite  qui  fasse  avec  l’horizon  un  angle 
donné. 


L’équation  du  plan  est 

Kx  -f-  By  4"  Cz  *4"  L — o *, 

celles  de  la  droite  assujettie  à passer  par  le  point  donné  x', 
y,  z,  sont 

x — x'  = a (z  — z) , (1) 

y — y'  — h(z  — z).  (2) 


Or,  ces  trois  équations  doivent  avoir  lieu  en  même  temps  , 
pour  que  la  droite  et  le  plan  coïncident  ; et  comme  l’angle 
que  cette  droite  fait  avec  le  plan  horizontal  est  connu  , si 
on  le  désigne  par  V,  on  aura  (n°  1 20) 

• de  plus,  la  condition  nécessaire  pour  que  cette  droite  soit 
parallèle  au  plan , est  (n°  1 26)  • ' % 


Aa  -1-  B b "4»  C =:  o. 


Si  donc  l’on  tirait  de  ces  dernières  équations  les  valeurs 
de  a et  b , et  qu  on  les  substituât  dans  les  équations  (1)  et 
(2)  , on  aurait  celles  de  la  droite  cherchée,  exprimées  en 
fonction  de  l’angle  donné  ; mais  il  est  plus  élégânt  d’ef- 
fectuer le  calcul  suivant  : 

L’équation  (3)  donne 


1 , 

smaV 


et  devient,  en  y mettant  pour  a et  b leurs  valeurs*  tirées 
des  équations  (i)  et  (2)  , 

24 
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moposiTious 


1 + 


(”7)+{r=:^)_*in*V 


Les  mêmes  substitutions  étant  faites  dans  l’équation  (4)  * 


on  a 


AC-^)+Be-^;)+c=' 


ou  bien  en  chassant  les  dénominateur»,  et  faisant  passer 
tout  dans  le  même  membre , 


(* — x'y+  ( y — y'Y — (*  — z'y  cot*y  = o , 

A(x — *)+  B (y -j')  + C(2-*)  = o. 

ta  première  équation  -de  ce  résultat  est  -visiblement  celle 
d’un  cône  droit  dont  l’axe  est  vertical , dont  le  sommét  est 
au  point  donné  x,  f,  z,  et  dont  le  rayon  de  la  base 

— (z a*)  cot  *V  : la  seconde  équation  est  celled’nn  plan 

passant  par  le  même  point  et  coïncidant  avec  le  plan 
donné.  Or  , l’une  et'fautre  équation- devant  s’accorder  en- 
semble., il  s’ensuit  que  la  droite  cherchée  est  l’intersection 
même  du  plan  et  du  cône  dont  il  s’agit.  Le  problème  que 
l’on  considère  est  donc , en  général , susceptible  de  deux 

^solutions.  . 

La  Trigonométrie  sphérique  fournit  une  solution  lort 
simple  de  ce  problème,  quand -on  connaît  l’inclinaison 
du  plan  donné.  En  effet , soit  » cette  inclinaison , et,  comme 
ci-dessus,  V l’angle  que  la  droite  à tracer  fait  avec  l’ho- 
rizon. Si , par  le  point  donné , on  mène  dans  le  plan  in- 
cliné une  ligne  horizontale , et  que  l’on  désigne  par  <f> 
l’angle  de  ces  deux  droites  , on  trouvera  aisément , par  la 
propriété  du  triangle  sphérique  rectangle , que 

\ sinV 


On  peut  voir,  dans  le  Traité  de  Topographie j 7.  cdit., 
pag.  , -comment  on  résout  encore  plus  simplement  le 
même  problème  sur  le  terrain. 
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,68 ■ Si  d'un  ellipsoïde  alongé,  c'estàdire  d'un 

ellipsoïde  engendré  pur  la  révolution  d'une  ellipse  au- 
tour de  son  grand  axe,  on  abaisse  des  perpendiculaires 
sur  le  plan  tangent , le  produit  de  ces  perpendiculaires 
sera  égal  au  carré  du  demi-second  axe. 


On  sait,  par  le  n°  140,  que  l’équation  ide  l’ellipsoïde 
alongé  est  * 1 

aV  -f-  a’y-f-  b‘x'  =z  a3 b2, 

2a.  étant  Ie6rand  et  2b  le  petit  axe  de  l’ellipse  généra- 
trice. Ainsi  l’équation  du  plan  tangent  à cette  surface  de 
révolution,  est  (u°  148) 

a V tH  «>/  + b'xn  = a2],2 , 
x,  y,  z étant  les  coordonnées  du  point  de  contact. 

Cela  posé,  puisque  la  longueur  P de  la  perpendiculaire 
T'Tn  y>  A SMT  P1*”  de  l’équation 

Ax  + % + Cx'-J-D  ~ o , est 

' D-P  + V+By’+G’ 

on  a V/(A‘-M*  + C‘)  ’ 

A = b2x,  B =a2y,  C~a2z,  D = — a2b‘. 

Mais  le,  foyers  F,  F'  étant  situés  sur  l’axe  des  *,  à une 
distance  de  1 origine  =c  et  = -c,  il  s’ensuit  que  y'  et 

F,™  a™1  ^ P°Ur  CCS  P°intSi  <l0nC’  Par  raPP°rt  au  %er 

p b'{cx  — a2) 

ÿ a2 (a"br— b'^y+b^  ’ 
et  par  rapport  au  foyer  -F,  on  a 

p»  __  — b2(cx  -f-  a2) 

V a-  [a* b2  — £***)  + ^ * 

24.. 
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donc 

P x P'^  — b*(c'x'  — a>) 

a2(a2b2  — b2X2)  -+-  b*3 c2  ’ 

mais  c2  = a2  — b1  ( n°  1 3o.  L.  C.)  ; donc , comme  le  porte 
l’énoncé  du  théorème , 

P x F = b\ 

Il  est  évident  que  l’ellipse  jouit  d’une  propriété  analogue. 

THÉORÈME. 

169.  Si  trois  plans  rectangulaires  touchent  constamment  un 
même  ellipsoïde  ou  un  même  hypsrboloide  , le  sommet  de 
l’angle  trièdre  qu’ils  forment  est  toujours  sur  la  surface 
d’une  sphère  concentrique  à cet  ellipsoïde  ou  à cet  hyper- 
boloide  j et  dont  le  rayon  est  égal  à la  racine  carrée  de  la 
somme  des  carrés  des  trois  demi-axes. 

( Ce  théorème  est  dû  à Monge.  ) 

L’équation  des  surfaces  du  second  degré  qui  ont  un 
centre , est  Ax2  + By*  -f-  Cz*  = I,  et  les  trois  demi-axes 

sont  yj _L  , \J S‘  A°ncxy,',x‘y"*',xy*% 

désignent  les  coordonnées  des  trois  points  de  contact,  on 
aura 

Ax'2  + By'2  + Cz'2  = 1,] 

Sx"2  -{•  By"*+  C z"2z=  1,  l (1) 

A*"*  + By*2  + Cz*»  = I,J 

et  les  équations  des  trois  plans  tangens  seront , n°  1 48  , 

Ax’x  + By'y  + C z z = 1 , 1 
A xx  + Byy  -+•  Cz"z  = 1 , [ (2) 

Ar"r-j-  B y" y + C z z = 1 ;J 

puis  pour  exprimer  que  ces  plans  sont  rectangulaires,  01* 
aura  , n°  125,  ces  relations, 


y 
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AV*”  + Byy"  -f-  Cz'z"  =0,1 

AW  + By'y*  + CW  = O,  | (3) 

AV**  + B?ÿym  + CVs*  = o.  j ' 

Or,  si  l’on  fait  A*'  = a , Ax " — a',  Axm  = a";  B y'  — b ; 
By " — b' , By*  = b"  ; C z = c , C z"—  c,  C z*  — c"  ; les équa • 
I ions  (i)  et  (3)  deviendront  respectivement, 


ad  -f-  bb'  cc'  = o , ^ 
aa"  4-  bb"  4 - cc  — o , > (5) 

da  +b'b'  +c'c*=  o;J 
et  si , pour  al>réger  , on  suppose  que 

a1  4 -b*  + c*  = Rs ,) 

di  4-  b'a  4-  C'*  = R'*,[  (6) 

a«„4_  b„t  +fc"»_R"sj 

on  pourra  conclure,  d’après  la  théorie  du  n°  1 3 7 , que  les 
relations  (5)  et  (6)  donnent  lieu  à celles-ci  : 
ab  dl!  t ab"_ 

R*  + R'1  + R"“  ~° 

A 

ac  de  acu 

R5  4‘F  + R'*~0 
bc  b'c1  b"c"_ 

R*  + R'a  + R'“  — ° 
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Maintenant  il  est  aise  d'obtenir  une  équation  unique  entre 
x , y ,z , et  indépendante  des  Coordonnées  des  points  de  con- 
tact : en  effet,  élevant  au  carré  les  équations  (y}  des  plans 
tangens , après  avoir  divisé  la  première  par  R , la  seconde 
par  R' , la  troisième  par  R"  ; et  ajoutant  ensuite  ces  carrés , 
on  aura  , en  vertu  des  équations  (7)-  et  (8)  , 

+ y*  + ** 

ajoutant  dé  même  les  équations  (4) , après  avoir  divisé  la 
première  par  R*  , la  seconde  pan  R'1 , la  troisième  parR"a, 
ou  aura , à cause  des  équation*  (8) , 

JL  1 J ;J.  f_L  . J_ 

A _r  B ~r  C R1  R'3  ~r  R"3' 

donc 

résultat  qni  renferme'  1e  théorème  qu’on  avait  en  vue  de  dé- 
montrer , et  duquel  orr  tire  pour  conséquence  , que , dans 
le  cas  de  l’hyperboloïde  , il  peut  arriver  qu’il  n’existe  qu’un 
point , ou  qu’il  n’y  en  ait  aucun  par  fequel  on  puisse  mener 
trois  plans  rectangulaires  et  tangens  à la  surface  de_ce 
corps.  G est  ainsi  que  M.  Poisson  a prouvé  la  chose  dans  le 
n°  7’ de  la  Correspondance  sur  f Ecole  Polytechnique. 

On  démontrerait  par  ufiè  méthode  semblable  , .cet  autre 
théorème  , que  la  surface  èhgendrée  par  lé  point  d'intersec- 
tion de  trois  plans  rectangulaires ^ doht  l’uü  est  toujours  tan- 
gent à une  sphère  de  rayon  P.,  F autfé  à une  sphère  de  rayon 
îiL  et  la  troisième  à une  sphèrt  de  rayon  R"  ( ces  sphères 
étant  concentriques ) , est  line  quatrième  sphère  concentrique 
aux  troiè  premières  t et  dbrit  le  raÿùn  est  j/R3-f-  R'a  -J-  R"*; 
mais  il  existe  un  moyen  bien  plus  simple  de  s’assurer  de  la 
vérité  de  cette  proposition. 
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Des  propriétés  des  pivjections  stéréographique  et  orthogra- 
• phique  des  cercles  de  la  sphère.  » 

1 70.  Pour  généraliser  la  définition  donnée  au  n°  1 56 , nous 
observerons  que  si  entre  un  corps  et  l’œil  on  place  un  plan 
ou  une  surface  quelconque  „ et  que  l’on  conçoive  des  rayons 
visuels  à divers  points  du  corps,  les  intersections  de  ces 
rayons  avec  la  surface  interposée  seront  les  représenta-  . 
lions  ou  les  projections  stèriographiques  de  tous  ces  points. 
Lorsque  l’œil  est  supposé  à une  distance  infinie  du  plan  de 
projection , ou  du  tabieaw perspectif,  les  lignes  projetantes 
sont  toutes  parallèles,  entre  elles',  et  si  en  outre,  elles  sont 
perpendiculaires  à ce  même  tableau la  projection  est  dite 
orUiographique  : telle  est  celle  que  nous  avons  déjà  considérée . 
Nous  nous  bornerons  à examiner  les  propriétés  les  plus  re- 
marquables. de  ces  deux  espèces  de  projections  qui  servent 
de  fondement  à la  construction  des  mappemondes  , et  nous 
renverrons,  pour  de  plus  amples  détails,  au  Traité  de  Topo- 
graphie jf  etc-  2me  édition. 

L’équation  de  la  sphère  est, en  plaçant  l’origine  des  coor- 
données au  centre , 

**+*•.+ 

celle  du  plan  d’un  de  ses  cercles  est 

*=  Ax  -f  % -4-  D , 

et  les  projections  verticales  et  orthographiques  de  la  géné- 
ratrice du  cône  optique  sont  en  général 

x — a = m(z  — c),  y — b = «(z  — c); 

mais  en  supposant  que  les  coordonnées  du  sommet  de  ce 
cône  soient  a —o , 6 = 0,  — c,  on  a simplement 
x = m(r+c),  y — n(z-\-c). 

Ainsi  l’équation  du  plan  precedent  devient 

s =r  Am  (i  + c)  + B«(j  + c)-|-D. 


! 
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Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  de  la  sphère  , et 
éliminant  m , n , on  a 

....  fÀcx  + Bcy  + D (z  + c)  ]* 

x+*  + W+cÿ 

• — r*(g  + c~  bx  — fyY. 

(D  +c)“  ’ V • 

ou  développant  les  numérateurs , et  faisant  passer  tous  les 
’ termes  dans  un  même  membre , il  vient  enfin 


(*“+  y')  (D  + •)'■+■  (c>—  i*)  (Ax  + ty)‘ 

4-  (z+  c)’  (D“ — r1)  + a(cD  + r*)  (z  + c)  (A  x -f-  By) 


Telle  est  l’équation  de  la  surface  conique  qui  a pour 
base  un  cercle  quelconque  de  la  splière,  et  dont  le  som- 
met est  dans  l’axe  des  z , au-dessous  du  plan  des  xy  supposé 
horizontal. 

Dans  la  projection  généralement  connue  sous  le  nom  de 
projection  stérèographique  de  Ptolèmée  (*) , le  point  de  vue 
est  sur  la  surface  de  la  sphère , à l’extrémité  du  rayon  per- 
pendiculaire au  tableau  perspectif  : or , dans  ce  cas , c = r ; 
on  a donc  pour  l’équation  du  cône  optique , 

(*+;K*)(D+r)  + (*  + 0*(D-r)) 

+ 2r(z  + r)  (A*  + By)  / 

et  si  l’on  fait  dans  celle  - ci  z = o , la  projection  stéréo- 
graphique  du  cercle  qui  sert  de  base  au  cône , aura  pour 
éçjuation 


*w-y+ 


ikfx 

D -f-  r 


» zBr’y  _ 

+ D + r 


(r-py 
D-fr  ' 


(0 


11  résulte  de  là  que  les  projections  stèrèographiqxes  des 
cercles  de  la  sphère  sont  elles-mêmes  des  cercles. 

L’équation  des  projections  des  parallèles  perpendiculaires 


(*)  Dclambre  attribue  à Hipparque  l’invention  (le  cette  projection  j 
mais  c’est  un  sujet  de  critique  qu’il  ne  nous  appartient  pas  de  discuter 
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ou  plan  xz  résulte  de  la  précédente -,  en  y faisant  B = o , 
parce  qu’alors  celle  de  la  base  du  cône  est  seulement 
z — Ax  -f-  D ; on  a donc 


+Jl  + 


?Ar‘x /r — 1)\ 

D -j-  r \D  -J-  r)  ' 


(2) 


Quant  aux  grands  cercles  de  la  sphère  , leur  plan  a pour 
équation  z = Ax  + By  ; ainsi  celle  (i)  devient , à cause 
de  D = o , dans  le  cas  actuel , 


jr’-j-y1  — iArx  -+•  2B  ry  — r*.  (3) 

Si , dans  cette  équation  , qui  est  celle  de  la  projection  d’un 
grand  cercle,  on  fait  ( xt  — Ar)  = x , ( y , — Br)=<y, 

pour  faire  disparaître  les  premières  puissances  des  varia- 
bles, on  aura 


x/-f^/*=r»(i-f-A‘4-B*): 

les  coordonnées  du  centre  de  cette  projection , sont  donc 
A r et  Br  , ou  simplement  A et  B,  en  faisant  r égal  à 
F unité. 

Lorsque  l’on  place  le  point  de  vue  au  centre  de  la 
sphère,  et  que  l’on  projette  sur  un  plan  qui  lui  est  tan- 
gent, il  faut,  dans  l’équation  (M)  , faire  c = o , et  z — r, 
ce  qui  la  réduit  à 

+y*  + »*  = g;  ( r — A*  — By  )*.  (4) 

Ainsi,  dans  la  projection  centrale  , les  cercles  de  la  sphère 
sont  représentés  par  l’une  des  courbes  du  second  ordre,  ex- 
cepté les  grands  cercles  qui  le  sont  par  des  droites,  puis- 
qu’alors  cette  dernière  équation  se  réduit  à r — Ax — By=o, 
à cause  de  D = o.  C’est  cette  projection  que  l’on  considère 
en  Gnomonique. 

Dans  la  projection  orthographique , Je  point  de  vue 
étant  censé  à une  distance  infinie  du  tableau  perspectif  , 
on  a c — 00 , et  pour  lors  (M)  devient 
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•**+,?*  + (A*  + 8y + D)*  = r“  ; (5) 


c’est- à-dire  que  les  cercles  de  la  sphère  sont , en  général , 
représentés  par, des  ellipses  ( n°  49  )•  ^ es^  évident  que  ces 
dernières  courbes  sont  tes  hases  des  surfaces  cylindriques 
dont  les  cercles  de  la  sphère  dirigent  le  mouvement  des  gé- 
nératrices* 

mi.  Cherchons  à présent  le  rapport  qui  existe  en  géné- 
ral entre  l’angle  et  sa  projection , de  deux  cercles  qui  se 
rencontrent  sur  la  sphère. 

Sur  une  surface  courbe  quelconque,  l’angle  formé  par  . 
doux  courbes  planes  qui  se  coupent , se  mesure  par  l’angle 
que  forment  les  deux  tangentes  menées  à chacune  de  ces 
courbes  au  point  de  leur  commune  section.  Relativement 
à la  sphère,  on  peut  toujours  mener  un  plan  par  son 
centre  et  par  l’une  des  tangentes  dont  il  s’agit  : alors  la 
section  circulaire  qui  en  résulte  a pour  tangente  celle  que 
contient  ce  plan , et  la  perspective  de  cette  section  est  tou- 
chée par  la  perspective  de  sa  tangente. 

Cela  posé , prenons , pour  plan  des  xz  , celui  qui  passe 
par  le  centre  de  la  sphère  et  par  le  point  d’intersection  des 
deux  tangentes  à sa  surface,  et  plaçons  toujours  à ce  centre 
l’origine  des  coordonnées  rectangles. 

Les  équations  des  plans  passant  par  les  deux  tangentes  à 
la  surface  de  la  sphère  et  par  cette  origine,  seront 


s = Al  + Ry,  I 
* =3  Ax  •+•  B'_y,  / 


(a) 


et  l’on  aura  respectivement , pour  les  équations  des  projec- 
tions stéréographiques  des  courbes  circulaires  résultantes 
des  sections  de  ces  plans , 

*“  + y'  + 2A*  + aBy  s=  i , 1 .b) 

x?  y*  -f-  a A*  -f-  aB 'y  = 1 \ / 

le  rayon  de  la  sphère  étant  pris  pour  unité  [[équation  (3)3- 
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Si , par  le  point  o&  se  coupent  ces  deux  projections , 
l’on  mène  une  tangente  à chacune , l’angle  de  ces  tan- 
gentes sera  la  perspective  de  l’angle  des  tangentes  à la 
sphère.  Ainsi , désignant  par  8 et  8'  les  angles  que  les  pre- 
mières tangentes  font  arec  l'axe  des  x , on  trouvera  , par 
le  n°  i48,  que  les  équations  (8)  donnent  respectivement 


o * + A 

,,ng#=_ 

u * + A 

tang  y = "jp'jÿ- 


Ces  rapports  se  réduisent  nécessairement  à ceux-ci  : 

« ^ 

fang 


»/«  + ** 

)_ g 


tang  6'  = — — -y--A 


car , si  l'on  soustrait  l’une  de  l’autre  les  équations  ( b ) , on 
en  obtiendra  une  nouvelle  qui  ne  pourra  être  satisfaite , à 
moins  que  y ne  soit  nulle.  On  a donc 

jr  — o,  et  x — — AdrV/i-f-A*. 
Maintenant,  l’otf  sait  qu’en  général 


ainsi , pour  le  cas  actuel , 

7 A“-f-BB'  4-i 

t 

Telle  est  l’expression  de  la  tangente  de  la  projection  de 
l’angle  cherché  ; mais  ceb  angle  est  aussi  celui  des  deux 
plans  (a),  puisqu’ils  font  un  angle  V dont  le  cosinus  est 
(h*  i»5)f 

A»+BB'+  « 


co  s V r= 


<ttf  dcrtit 


/A»  -f  B*  + i i/A*  + B'*+  i ’ 
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Donc,  dans  la  projection  stirèographique  j la  perspective 
de  l’angle  de  deux  cercles  quelconques  ne  diffère  point  de 
cet  angle. 

Le  calcul  précédent  aurait  été  plus  simple  si  nous  eus- 
sions supposé  une  des  tangentes  dans  le  plan  xz  ; mais 
, nous  avons  voulu  traiter  la  question  dans  toute  sa  géné- 
ralité. • . 

Nous  observerons  qu’en  appliquant  la  même  méthode 
aux  projections  centrale  et  orthographique  des  cercles  de  la 
sphère  , on  parviendrait  à ces  deux  résultats  assez  remar- 
quables ; savoir  : 

i Que  dans  la  projection  centrale,  la  tangente  de  l’angle 
de  deux  méridiens , dont  l’un  coïncide  avec  le  plan  xz  , est 
à la  tangente  de  sa  projection,  comme  lé  rayon  des  tables 
est  au  sinus  de  la  hauteur  du  pôle. 

2°.  Que  , dans  la  projection  orthographique , les  tan- 
gentes de  ces  deux  angles  sont  précisément  dans  un  rap- 
port inverse  du  précédent. 

La  première  proportion  , démontrée  d’une  manière  très 
différente  dans  tous  les  traités  de  Gnomonique,  y est  énon- 
cée ainsi  : Pour  le  quadran  horizontal,  la  tangente  de  la  di- 
stance angulaire  du  soleil  au  méridien  , est  à la  tangente  de 
l’angle  que  fait  la  ligne  horaire  avec  la  méridienne,  comme 
le  sinus  total  est  au  sinusxle  la  latitude  du  lieu.  X Voyez  le 
petit  Mémoire  que  nous  avons  publié  sur  cette  matière 
dans  la  Correspondance  sur  l’Ecole  P oly  technique , tom.  II , 

p.  397.) 

PROBLÈME.  ' 

172.  Trouver  les  cercles  qui  touchent  à la  fois  trois  cercles 

donnés  sur  une  sphere. 

Les  cercles  donnés  et  l’un  de  ceux  à décrire  pouvant 
être  considérés  comme  les  bases  de  cônes  ayant  leur  som- 
met commun  au  centre  de  ti  sphère,  le  problème  proposé 


% 


DE  «F.OMÉTKIE.  38  I 

revient  évidemment  à celui  : Trois  cônes  Je  même  sommet 
étant  donné? , construire  un  quatrième  cône'de  même  som- 
met qu’eux j qui  les  touche  tous  trois. 

Voici  l’élégante  solution  qu’en  a donnée  M.  Gergonne  ; 
elle  est  tout-à-fait  conforme  à celle  du  n"  85. 

Solution.  Soient  C,  G , C trois  cônes  droits  donnés 
ayant  leur  sommet  commun  au  centre  d’une  splière , pris 
pour  origine  des  coordonnées  rectangles  ; 'et  désignons  res- 
pectivement par  r,  r , r les  angles  générateurs  de  ces 
cônes.  Si  nous  supposons  que  l’axe  du  dernier  cône  C"  soit 
celui  des  z,  et  que  nous  représentions  par  abc , ab'c,  res- 
pectivement les  cosinus  des  angles  que  forment  avec  les 
axes  des  coordonnées  les  axes  du  premier  et  du  second 
cône  ; on  aura  ces  relations  (n°  120) 

(0  na-f  ô*  4-c*  =i,' 

(a)  «'*  -(-  b'*  4-  c'*  = i . 

Désignons  par  A , B , C les  cosinus  des  angles  que  l’axe 
du  cône  droit  cherché  forme  avec  les  mêmes  axes  des  coor- 
données, et  par  R l’angle  générateur  de  ce  cône  ; on  aura 
également 

(3)  A’ 4-  B1  + C*  =i  i. 

Maintenant , si  l’on  veut  que  ce  quatrième  cône  touche 
extérieurement  les  trois  cônes  donnés,  il  faudra  que  l’angle 
que  son  axe  fera  avec  celui  de  chacun  d’eux  soit  égal  à la 
somme  de  leurs  angles  générateurs;  ce  qui  donnera  [équa- 
tion (7) , n°  i3i] 

(4)  a A -J-  bV>  -f-  cC  = cos  (R  4-  r) , 

(5)  a' A + è'B+  c' C—  cos  (R  -f-  r), 

(6)  C = cos  (R  4-  r"). 

Ces  dernières  équations  étant  combinées  avec  l’équation 
(3)  fourniraient  l’angle  générateur  R du  cône  cherché , et 
la  position  de  son  axe , c’est-à-dire  les  valeurs  de  A , 15  , 
C , lesquelles  seraient  données  chacune  par  une  équation 
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«lu  secon«l  degré.  Ainsi  le  problème  ost  évidemment  sus- 
ceptible de  deux  solutions , ou , ce  qui  est  de  même , il  y 
a deux  cônes  cherchés,  dont  chacun  a une  ligne  de  con- 
tact avec  l’un  quelconque  des  cônes  donnés.  Ces  deux  li- 
gnes passant  par  le  centre  de  la  sphère  sont  donc  situées 
dans  un  plan  dont  la  recherche  donne  simplement  lieu  à 
un  problème  du  premier  degré. 

Si , par  exemple  , le  cône  cherché  touche  les  cônes  C , 
C,  un  des  lieux  de  la  ligne  de  contact  dont  un  des  points 
a pour  coordonnées  x , y , z,  est  celui  de  la  surface  du 
cône  C1’,  et  est  exprimé  analytiquement  par 

(7)  **  +y  = 2*  tang“  r ; 

et  puisque  cette  ligne  doit  être  dans  le  plan  que  détermi- 
nent les  axes  des  deux  cônes,  il  s’ensuit  qu’on  a néces- 
sairement 

(8)  Ay  = B*0. 

En  éliminant  donc  A , B , C , R entre  les  cinq  équa- 
tions ( 3 , 4>  5,  6,  8)  , l’équation  résultante  en  xyz  serait 
celle  du  secçnd  lieu  demandé.  Mais  pour  combiner  ces 
équations  de  manière  à trouver  en  place  du  lieu  cherché 
un  lieu  plus  simple  de  la  ligne  de  contact , nous  profite- 
rons de  la  relation  (7)  qui  fait  que  des  équations  (3 , 6,  8) 
on  tire 


(*)  En  effet,  si  le  plan  dont  il  s’agit',  qui  est  vertical,  fait  l’angle  4. 

avec  celui  des  zz , il  fera  l’angle.ioo0 — <f  avec  celui  des yt  ; et  si  -+•  9 
est  l’angle  de  l’axe  dn  oônc^C"  avec  le  plan  des  xy,  on  aura  par  la  pro- 
priété' du  triangle  sphérique  rectangle , 

A = cos  9 cos  4,  B — cos  9 sin  $ ; 

d’où 

B 

Â = tang  4.  ; 

mais  tang  4 = donc  A y — B.t. 
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A._  j*'»  (R  + '•") 

s tang'  r“  ’ 

D ^ sin  (lt  + r*) 
z tang  r*  ’ 

^ _ z cos  (R  + /)  tang  r 
z tang  r 

De  là  les  équations  (4,5)  deviendront 

(a*  -\~by  )sin(R+r^+cztangr*co&(R+r")=:ztangr''cos(R-f-'. ), 

(a'*4-i',y)sin(R4  r*)+c  stang/cos(B.+r*)=ztang/cos(R-|-/i ) -, 
et  à cause  , de 

cos  (R  -+-  r ) cos[(R-J-r") — (r* — r)] 

= cos(r" — r)cos  (R + r")4-si  n(r" — r)sin  (R  -)  r”)  , 
cos  (R  + r ) = cos[(R-f*/)  — (r®— *03 

s=  cos(r"— r)cos^R  •j-r")4*sin(r" — r )sin(R -+-/), 

les  deux  équations  précédentes  se  changeront  en  celles-ci  : 

[(a*  +byù— «tang/sinX/  — rotang  (R  4*0  I 

4-z  tang  r"J“c.—  ços  (r"  — r)3  J ' 

V(ax-{-6'y)  — ztang/’  sin(r' — r')]  tang  (R-^-r")  1 

+ * tang  /te'  ~cos(r' — r')]  1 ~~  ° * 

éliminant  enfin, tang  (‘R-4-r")  , il  vient 

fol  — r) {a'x-^b'y) — ztangr'sinÇr" — r ) 

c — cos  ( r"  — r)  c -«-cos  ( r*  — r ) 

Telle  est  l’équation  d’un, plan  dont  .la  commune  section 
«recle  cnaaC*  représente, la  droite  suivant  laquelle  ce  cône 
doit  être  touché  par  le  cône  cherché.  Comme. cette  équation 
reste  la>  même  lorsqu’on  change  simultanément  les  signes 
des  angles  rrr  , /,,  il,  est  évident  que. pour  les  huit  combi- 
naisons  dont  les  signes  de  ces  aqgles  sont  susceptibles , ou 
•les  huit  solutions  du, problème,  cette  équation  n’acquiert  que 
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quatre  formes  distinctes,  à chacune  desquelles  répondent 
conséquemment  deux  solutions. 

Le  plan  exprimé  par  l’équation  (9)  sera  construit,  si  l’on 
connaît  les  directions  de  deux  droitesqui  y soient  contenues, 
c’est-à-dire  si  l’on  trouve  deux  systèmes  de  deux  équations 
en  x,y,z,  susceptibles  de  rendre  identique  l’équation  (9): 
or,  parmi  le  nombre  infini  de  manières  de  parvenir  à ce  but, 
choisissons  les  deux  suivantes.  D’abord  égalons  séparément 
les  deux  membres  de  cette  équation  (9)  à z tang1  r",  ensuite 
égalons-les  à — z;  il  viendra,  après  les  réductions  conve- 
nables , • 

f (ax  -f ■ by)  cosa  r"  = z (c  sin  r"  — sin  r)  sin  r“ 

(IOM  (a'*+  b' y)  cos‘  r"  — z (c' sin  r"  — sin  r)  sin  r" 

r {ax  + by  ) cos  r"  ±=  z ( cos  r — c cos  r"  ) , 

1 1 M (aï  + b' y)  cos  r"  = z ( cos  r — c cos  r ). 

On  remarquera,  en  rapprochant  ces  résultats  de  ceux 
obtenus  aux  '»05  i53  et  i45,  que  les  plans  (10)  dont  la 
commune  section  représente  une  des  droites  cherchées , 
sont  ceux  des  lignes  de  contact  du  cône  C*  avec  les  plans 
tangens  communs  extérieurs  tant  à ce  cône  et  au  cône  Ct 
qu’au  même  cône  et  au  cône  C ; qu’en  outre  les  plans  (1 1) 
sont  ceux  suivant  lesquels  les  cônes  C,  C,  coupent  respec- 
tivement le  cône  C" , ou  en  d’autres  termes , sont  les  plans 
radicaux  tant  à.C  et  C"  qu’à  C et  C"  (n°  i45  ) ; d’où  il  suit 
pour  le  cône  cherché  une  construction  analogue  à celle  in- 
diquée au  n°  85. 

L’excellent  Mémoire  de  M.  Gergonne , dont  ce  qui  pré- 
cède est  extrait,  et  qui  est  inséré  dans  le  tom.  IV  des 
Annales  de  Mathèm.,  p.  34g,  contient  d’àutres  remarques 
très  intéressantes  que  nous  supprimons  ici,  moins  pour 
abréger  que  pour  laisser  au  lecteur  une  occasion  d’exercer 
sa  sagacité  en  cherchant  à compléter  lui-même  cette  solu- 
tion, l’une  des  plus  propres  à constater  l’élégance  et  la  géné- 
ralité des  résultats  de  la  Géométrie  analytique.  Cest  aussi 
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pour  cette  raison  que  nous  l’engageons  à appliquer  les  rai- 
sonnemens  du  n°  85  à la  recherche  d’une  sphère  tangente 
à quatre  autres  sphères  données:  problème  susceptible  de 
seize  solutions,  que  Fermât  a résolu  pour  la  première  fois 
par  un  moyen  assez  détourné,  niais  dont  on  possède  main- 
tenant plusieurs  solutions  géométriques  et  analytiques  très 
directes  et  très  élégantes,  consignées  daps  le  Journal  de 
l’Ecole  Polytechnique,  17e  cahier,  page  12g;  dans  la  Corres- 
pondance sur  cette  école,  tome  11,  p.  /\i.5  (janvier  i8i3); 
enfin,  dans  la,,  Géométrie  descriptive  de  M.  Hachette, 
p.  160  et  265,  où  l’on  trouve  le  développement  des  deux 
solutions  que  nous  ayons  indiquées  à la  fin  du  n°  i54- 


Analyse  des  principales  propriétés  du  tétraèdre. 


173.  Dans  un  très  beau  Mémoire  inséré  parmi  ceux  de 
l’Académie  de  Berlin,  année  1773,  Lagrange,  en  donnant 
une  théorie  analytique  de  la  pyramide  triangulaire,  s’est 
principalement  proposé  de  démontrer,  par  la  seule  consi- 
dération des  coordonnées  rectangles,  que  les  questions  qui 
paraissent  être  le  plus  du  ressort  de  la  Géométrie,  peuvent 
être  traitées  avec  beaucoup  de  détail  et  de  succès  par  le 
calcul  algébrique.  Quoique  nous  nous  proposions  de  suivre 
ici  une  marche  analogue  à celle  de  cet  illustre  géomètre , 
nous  éviterons  cependant  toute  opération  analytique  qui  ne 
serait  point  du  domaine  des  élémens,  ou  qui  serait  trop 
compliquée. 

[ Fig.  90.  "]  Soit  iAMM'M"  un  tétraèdre  quelconque 
ayant  poyp  hase  le  triangle  MM'M* , et  son  sommet  A à 
l’origine  des  coordonnées  rectangles.  Si  l’on  désigne  par 


*’  I 
y,  ’ 


VA 


y 

z" 


les  coordonnées  rectangles  des  points 


M, 


îvr, 


M\ 


a5 


•■r 
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et  que  l’on  fasse 

AM  = a,  AM'  — a , AM'  ==  a , 

■'  M'M"=  C,  ,MM'  = c' , MM' 

f 

on  aura  » 

**'+  y + — °\ 


:v.}o  . 


* -f-  /“  4-  2'*  = a 

*"*+  /M-  /*  = «"*,  ’ 

<■  . 


(0 


(») 


( , y+üy  -/)•+(*  - *T-  = f » V . 

( * — )’-K  y —/  )*+(*  ~z'y  — c‘ ) 

■»  ' * • 

Développant  les  premiers  membres  de  ces  trois  dernières 
équations,  simplifiant,*  l’aide  des  premières,  etfaisant, pour 
abréger,  . ‘ 

* *'*'  + y y"  + **  = b>  ) 

ïi"  + y y*  + “*  = V,  > _ (3) 

xx'+yy  + 2 z'  = *">) 

il  viendra  * , 


o»  + 

a“  + 


1 — - 2 b — c2, 
' — 2 V =c‘, 
— 2 V =c"*, 


( 


(4) 


et  par  conséquent 


a“+a"a— c,a  bn_a*+a‘ 


Si  l’on  vent  mettre  à la  place  des  arêtes  c,c,  c'ies  angles 
^ y'j  y";  qui  leur  sont  opposés  au  sommet  du  tétraèdre , on 

auéa,  en  vertu  de  la  propriété  du' triangle  scalëne,  n°  3, 

, , . ' ■ ■ . • ‘ - 

(♦)  Au  moyen  (le  cette  notation , on  pourrait  se  passer  de  figure , car 
les  arêtes  opposées  aux  angles  M , M',  M"  du  triangle  MM'M  sont 
désignées  par  des  lettres  c qui  portent  le  même  accent,  -tandis  qqe 
les  arêtes  qui  aboutissent  au  sommet  de  >m  pyramide  sont  représentées 
par  de»  a.  • 
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b =r  d eu  cos  y,  Z»'  ~ aa  cos  y , b"  = ad  cos  y" , 

. du  a!  cl" 

et  si  l’on  désigne  par  - , —,  les  a ires  des  triangles  AM'M", 

AMM",  AMM' , on  aura, •«en  vertu  du  n°  3 , 

a.  — ad  sin  y , d =r  aa"  sin  y , «"  = aa'  sin  y" , ■ 
et  par  conséquent 

*3  — a'?a*a  — 5*, 
d1  = aV1  — Z.'*, 
a5a‘“  — 5'»; 

quant  au  triangle  MM'M*  dont  les  côtés  sont  c , c'  ,c" , son 
aire  2 sera  donnée  par  la  formule 

16s3  — 4cVa  — ( c*  + c'3  — c"1  y ; 
ou  substituant  p^ur  c , c , c",  leurs  valeurs  (4),  par  celle-ci  : 
423=(a3-f-^3— ai'Xa'H-a"3— *b)— (a''3— b— b'+P)\ 

Enfin,  effectuant  les  opérations  indiquées,  simplifiant  au 
moyen  des  formules  (5;,  èt  faisant  pour  abréger  * 

b' b"  — a'b  1 3, 

bb"  — a'*  b'—  fi', 
bb*  -a'3i"= r/3", 

Paire  de  la  base  du  tétraèdre  sera 

2 ]/<*■*■+■  d * -f-  a"3  3 ( /3  + z3'  ~H  P"  ) 

2 

Pour  procéder  à 'la  recherche  du  volume  V du  tétraèdre, 
en  fonction  des  coordonnées  de  ses  sommets,  il  faut  întro-' 
duire  l'expression  de  sa  hauteur  h et  celle  de  l’aire  2 de  sa 

base  MM'M"  dans  la  formule  V = -y . Or,  on  sait  (n°  124) 

ü 

que  lorsque  P désigne  la  longueur  de  la  perpendiculaire 
abaissée  d’un  point  qui  a pour  coordonnées  x,  y,  z,  sur  un  « 
plan  dont  l’équation  est  Ax  -f-  By  -f-  C*  -f  D = o , on  a 

25.. 


Digitized  by  Google 


" I , 


P = 


3g8  ' mortWTTioK» 

D -f-  kx,  + Ry/  -f-  {jI’  , 

W'T»'+”B»_+_ c*  ; 

mais  dans  le  cas  actuel,  */  tj1»  ~ sv  = o , puisque  le  som- 
met A de  la  pyramide  est  ^l’origine  des  axes;1  ainsi  on  a 
simplement  ' ' 

h~~  v/Âr+IF+c*'  - • -- 

Æe  moyen  de  déterminer  les  coefficiens  constans  de  l’équa- 
tion du  plan  de  la  base  MM'M',  d’après,  la  condition  que 
cette  base  passe  par  les  points  MM'Mf,  est  d’opérer  comme 
dans  le  n°  122;  mais  pouvant  ici  Jaire  usage  des  résultats 
qui  y sont  rapportés,  ou  aura,  en  diminuant  toutes  les 
lettres  d’un  accent , pour  se  Conformer  à la  notation  pré- 
sente , ... 

'vis  «y  — y*  + yz"  — v"  +*  *y':  — y*  » 

’ B — xi  — «jp*  -+-  xx  — xz"  -+•  *1  — **' » 

* C — : yx"  — xy"  -f-  xy"  — yx"  + yx  — xy' , , 
V=xy’z"+yz'x"  +zx'y"-xzy-yx'z“-rz/x\ 

Soit , pour  simplifier , 

vV /y"  — i , zx  — /z*  = 9 , xy" — y *"  — ) 

\y"  - y Z " = I' , «'  - **"  = »' , ^ - xy"  =s  Ç',  >(7) 
j,/  — *y'  = ?",  s*  — xz  —1" , xy  — yx'  — K'\  J 

les  trois  premières  équations  ci-dessus  deviendront , en  vertu 
de  celle-ci , - 

k — — (■£  + $+  £)>  v 

B = — (9  + 1'  -h  •>'  )> 

c = - a + r + D;  ^ , y ' 

et  l’on  aura  alors , pour  la  hauteur  de  la  pyramide, 

D 

’ * / y (é+i^ +T)‘ + (■» +9'  +'»*)?*+'  (t+ r ■+  s*)1 

expression  qui  acquerra  une 'nouvelle  forme , a laide  de  la 
considération  suivante , par  laquelle  on  évite  les  artifices  de 
cakubempteyés  par  Lagrange- 
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Il  résulte  du  n°  >27  que  le  carré  de  l’aire  X du  triangle 
MM'M"  est  égal  à la  somme  des  carrés  des  aires  de  ses  trois 
projections.  Or,  {est  le  double  de  l’aire  de  la  projection  du 
triangle  AM'M"sur  le  plan  des  yz,  « est  le  double  de  l’aire 
de  la  projection  du  même  triangle  sur  le  plan  des  sa  , 4 est 
i pareillement  le  double  de  l’aire  de  la  projection  de  ce  trian- 
gle sur  le  plan  des  sy , et  ainsi  de  suite;  d’où  il  est  aisé  de 
conclure  qu’en  désignant  respectivement  par  <r,  r,  r"  , /es 
trois  projections  orthogonales  de  l’aire  X sur  les  {dans  des  ■ 
yz,  des  xz , et  des  xy , on  a 

» = JA,  ^ = iB,  r’  = iC. 
et  par  suite  • • <r,  9 


jjPrC 

«SP 


X*  = + /»  -f  «■''“  = t ( A1  -tr  B“  C*  ) ; 

ce  qui  donne  à la  hauteur  h cette  forme , 

D ' 


h = 


sX* 


et  au  volume  V de  la  pyramide,  celle-ci  : 


v _ZA_D 

v ~ 3 — 6'  • * ;> 

. v*  * \ • • 

La  quantité  D est  donc  le  seituple  du  volume  du  tétraè- 
dre proposé  ; et  comme  elle  n’est  composée  que  des  coordon- 
nées des  sommets  des  angles  du  triangle  MM'M*  , on  est  en  • 
■droit  de  conclure  que  la  valeur  de  V exprime  généralement 
le  vedume  de  tous  les  tétraèdres  qui  ont  leur  sommet  k l’ori- 
gine des  axes. 

Pour  changer  la  quantité  D en  une  autre  qui  ne  dépende 
que  des  côtés  de  la  pyramide,  Lagrange  fait  usage  de  con- 
sidérations analytiques  très  remarquables  ; mais  le  résultat 
qu’il  importe  le  plus  de  connaître  pouvant  s’obtenir  par  une 
méthode  beaucoup  moins  longue,  et  sans  renoncer  pour  , 
cela  à l’emploi  des  coordonnées  rectangles , nous  procéderons  . 
ainsi  qu’il  suit  : 


3qo  v . raoposiTioNS 

Remarquons  d’abord  qu’une  pyramide  triangulaire  est  le 
sixième  d’un  parallélépipède  compris  sous  les  trois  arêtes 
contiguës  de  cette  pyramide  : ainsi , en  supposant  que  le 
plan  des  xy  soit  une  des  faces  du  parallélépipède , de  la 
face  M'AM*  , par  exemple  , et  que  l’arête  «"  coïncide  en 
même  temps  avec  l’axe  des  x,  ce  qui  ne  peut  manquer 
d’abréger  les  calculs;  on  aura  nécessairement  z = z"  ==  o , 
et  z sera  la  hauteur  du  parallélépipède.  Or, l’aire  de  sa  base, 
étant  a a sin  y,  son  volume  U sera 

' • J~  ■ 4 

Ut  U 

= a a z sin  y. 

Reste  donc  prouver  z en  fonction  des  données.  Pour  cela, 
reprenons  les  ™lat ions 

xx'  -{•  yy'  + zz  = au'  cos  y", 

**  + y*  + z*  = 


trouvées  précédemment , lesquelles  deviendront , à cause  de 
* —o , et  de  x~a  cos  y , x'  = a oos y , y' ' — d sin  y , 
comme  il  est  aisé  de  le  voir , 

_ _ ♦ 

a cos  y cos  y ' y sin  y ~ a cos  y" , 

y1  + s1  = a1  sina  y . 

Substituant  dans  cette  seconde  relation , pour  y * , sa  valeur 
tirée  de  la  première , on  aura , après  avoir  extrait  la  racine , 

z = y sin*  y sin“  y'  — ( cos  y"  — cos  y cos  y )“  ; 
de  là 

U i==  ad  a"  y'  sin'y  sina^/ — (cos  y"  — cos  y cos  y Y j 
et  si  l’on  change  les  sinus  en  cosinus,  il  viendra 

U = ad  a 1 — cos“y — cosay' — cos“y"-)-20osycosy,cosy". 

D’ailleurs  la  quantité  qui  est  sous  le  premier  radical  résul- 
tant du  produit  des  deux  facteurs 

s in  y sin  y’-f-  cos  y"-—  cas  y cosy,=  — cos(y  -4“  y')  -f*  cos  y", 
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et 


sinysiny— ■‘COSy"-+- cosy  oosy'  = cos(y — y')  — cosy'; 

on  a 

cosy" — cos(y  -f-  y')  ==  2sin£(y  + y'+  y")sinî(y  + y' — y')  , 
et 

cos  (y  — y)— *•  cosy"=  2sinî(y-f-  y" — y')sinj(y'+  y" — y). 
Faisant  donc 

S=;(y+y'+y), 

le  volume  du  parallélépipède  sera  encore  exprimé  symétri- 
quement par  la  formule 

U = ad  a ^/[sin  S sin  (S — y)  sin  (S  — y')  sin  (S  — y")']  , 
et  l’on  aura  pour  le  volume  du  tétraèdre  , 

. . v=sü\’  • . ,■ 

174.  Nous  venons  de  décomposer  en  facteurs  la  quan- 
tité radicale  qui  entre  dans  la  valeur  de  U.  Cette  quan- 
tité , que  nous  désignerons  par  F , peut  être  mise  sous 
d’autres  formes,  ainsi  qu’il  suit  : - ■ • .. 

En  prenant  le  triangle  MAM'  pour  base  du  tétraèdre 
AMM'M",  le  volume  de  ce  corps  sera  * . , « 

aa!  . , q 

v =T  — sin(«,  a) 

q désignant  ïa  hauteur  de  la  pyramide , et  (a  , a)  l’angle 
y".  Or,  il  est  aisé  de  se  convaincre  que  si  h exprime  tou- 
jours la  perpendiculaire  abaissée  du  point  A sur  le  plan 
du  triangle  MM'IM",  on  a 

* • 1 " 

__  ^ ^ a."—  h 

cos  (A, a)’  cos  {h,  a)  ’ cos  (h, a")’ 

1 q — a"  sin  (aar,  a“ ) ; 

( ad  , a")  dénotant  l’angle  que  l’arête  a’  fait  avec  le  plan 

ad. 

Il  suit  de  là  que  la  valeur  précédente  de  V devient  • 
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y A^  sin  (g,  a)  sin  (aa' , a") 

6 cos  (A , a)  cos  (A,  a')  cos  (h,a“)  ’ **' 

par  la  même  raison , • 

^ A3  sin  (a , a")  sin  («a",  a') 

6 cos  (A , a)  cos  (A,  a')  cos  (A , a") 

A3  sin  (a',  a")  sin  (a'a",  a) 

6 cos  (Aj  à)  cos  (A , a')  cos  (A , a")  ’ 

et  comme  les  facteurs  sin  (a,  a')  sin  (aa  , a"),  etc. , rèstent 
constans',  quelle  que^soit^la  grandeur  des  arêtes  a , a! , a"  , 
ou 'celle  de  ^perpendiculaire  A , on  doit  en  conclure  que 
l’on  a , en  comparant  ces  dernières  valeurs  de  V avec  la 
seconde  [de  U divisée  par  6,' trouvée  page  390, 

F = sin  (a , a')  sin  (aa',  a")  = sin  (a , a")  sin  (aa",  a) 

= sin  (a',  a")  sin  (a’a",  a)  ; 

l . . 

or  , (a  , a)  et('aa",  a}  'étant'  respectivement  l’iij^oténiilë 
et;  le]  côté  dé  Pangte  droit  d’un  triangle  sphérique  rèctàh- 
gle,  il  est  clair  que 

’ * • s»..  L t-à 

sin  (aa  , a ) . „ , 

* * —7— — -tt  = sin  (aa  , aa); 

sin  (a, a) 

donc 

sin  (aa , a")  = sin  (a  , a") ''sin  (aa" , aa')  , 

iin  (aa",  a')  sa  sin  (a  j a')  èin  (àè! , aà")( 

sin  (a’ a", a)  — sin  (a',  a ) sin  (à' à,  à' à"). 

Ôntpoùrrait;  trouvér“d’aûtres  expressions  lie  F,  non  moins 

sypiétriques  quelles  précédentes,  mais  un  peu  plus  com- 
pliquées : par  cxettiple , on  sait,  par  le  théorèiA’e  du  n°  1 15, 
que  lè  Carré  dè  la  base  du  tétraèdre  c’est-à-drré , 

s'  — sin3(a>a')  -f-  — sina(a,a")-j 1—  sin*(a',  a“ ) 

— a aa  sih  (a,  à')  sin  (&>  a")  cos  (aa',  aa")  , 
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• CL  CL  \ / . • a / f i * H\ 

— 2 sin  (</,  a ) sin  (« , a ) cos  (aa  , a a ) 

‘ 4 

aa"  : a a"  . „ . , , , „ , 

— 2 ^ sm  («,  a ) sm  (a  , a ) cos  (aa  , aa  ); 

4 

A» 

donc  si  l’on, multiplie  cette  équation  par  — , qu’on  égale  le 

produit  résultant  à la  valeur  de  Va  déduite  de  l’équation  (m) 
précédente,  et  que  l’oh  fasse 

- cos  (h,  a)  = A , cos  (h  , a')  = A' , cos  (h , a")  = A'  , 


on  obtiendra  sans  peine  cette  relation 

ÎA’sin*  (a', a")  -f-  A'1  sin5  (a , «"J+A"1  sin’  ( a , a') 
— 2A  A'  sin  ( a , a)  sin  («' , a")  cüs  (aa" , a' a") 
— zA  A"  sin  (a , a')  sin  (a  , a")  cos  (aa' , a' a") 
— 2A'A"sin(t /,a')  sin  (a  , a")  cos  (ad , aa"). 

C’est  à ce  résultat  même  que  M.  Français  est  parvenu  , 
mais  par  une  marche  toute  différente  de  la  nôtre  , comme  on 
peut  le  voir  dans  son  intéressant  Mémoire  cité  au  n°  128. 

175.  Actuellement  soient  m,n,p  les  coordonnées  rectangles 
d’un  point  P placé  où  l’on  voudra  , au-dedans  ou  au-dehory 
de  la  pyramide,  etdésignonsrespectivement  par  R,  G,  G',  G", 
les  distances  AP  , PM  , PM'  , PM"  ; on  aura  évidemment 


w»*4n*4  P*  = R* ,) 

0*  — *)*4-(n—  4 (p  — s)*=iG*>i 

(m  - x"Y  4 (n—  yy  4 (p— a'),=G#,J 

Développant  ces  trois  dernières  équations , réduisant  à 
l’aide  de  la  première  et  de  celle  (i),  puis  faisant,  pouf 
abréger , ' 


aa4Ra_Ga  „ a'a  + Ra— G'* 
, 

il  viendra  . ' 


q”a  -f-  R*— G**  « 

2 ’ 

4-  « 

• . ' V-  • 


t 
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mx  + ny  pz  = k ,* 
mx'  -f-  ny'  4-  Pz  ~ P , 


mx"+ny"+pz"  — P 
/ * «*.  . 

d’où  l’on  tire  , en  ayant  égard  aux  relations  (7)  et  à la  va- 


leur de  D , 


m = 


H 4-  Pi'  + Pi" 

D 


L„  -(-  Pk  + PP' 

71=  ) 


P=  ~ 


D 

+ kX  -h  PT  * ■ ' 


D 


Ces  valeurs  , qui  sont  générales , se  simplifient  dans  le  cas 
particulier  où  le  point  P est  le  centre  de  la  sphère  circon- 
scrite. En  effet , supposons  R = G = G'  = G" , on  aura 

2 ’ 2 ’ 2 


et 


4-  a'aS'  + *"T 

~ 2D  * 

- a'n  4-  «V  4-  q'V 

2D  > 

a*Ç4'^‘('4-nX 


(A') 


P = 


2D 


Substituant  ces  valeurs  dans  la  première  équation  (A),  et 
remarquant  que  d’après  les  n05  57 , 127  et  173  , on  a 

I*  4-  »a  4-  ' 

J'a4-  *'3  + £'*=«'% 
r 4-  e"*4-  4"a— 

et  que  les  équations  (7)  offrent  cette  relation , 

. 1T  4-  «V  4- 

r + + g*.  = 

«'  [+  -p  +'&  =p\ 


« 
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W yiendra  pour  l’i'ipression  du  rayon  R de  la  sphère  circon- 
scrite au  tétraèdre  AMM'  51" , 

2I) 

et  en  y introduisant  les  angles  y,  y , y" , on  obtiendra , 
avec  un  peu  d’attention , et  après  avoir  chassé  le  radical , 


R1. 


i44V“ 


a*  siu*y  — 2«'a”(cosy  — -cosy'cosy") 
+a'a  sin“y'  — 2aa"(cosy'  — cosy  cosy"  ) 
-f  a"'  sin’y"  — 2 aa  ( cosy”  — CŒy  cosy'  ) 


expression  dans  laquelle  V désigne  le  volume  du  tétraèdre, 
et  que  M.  Legendre  a obtenue  immédiatement  par  les  prin- 
cipes de  la  Trigonométrie  sphérique,  note  V de  sa  Géo- 
métrie. , 

r , 

Lagrange  fa#  subir  aux  valeurs  des  coordonnées  (A') 
des  transformations  qui  reposent  sur  des  considérations 
analytiques  très  remarquables  •,  mais  on  ne  peut  se  dissimuler 
que  la  position  du  centre  de  la  sphère  circonscrite  ne  soit 
assez  pénible  à déterminer  graphiquement  par  cette  voie. 
Pour  obvier  à cet  inconvénient,  nous  modifierons,  sur  ce 
point , les  calculs  de  cet  illustre  géomètre , sans  nuire  néan- 
moins à l’élégance  de  sa  méthode , et  de  manière  à faire 
voir  que  les  résultats  de  l’Analyse  s’accordent  avec  ceux  que 
l’on  peut  déduire  de  la  seule  Géométrie. 

Reprenons , pour  cet  eflet, les  équations  (A)  dans  lesquelles 
nous  ferons  R = G = G'  — G";  nous  aurons  ce  nouveau 


système 

t * 

, • V 

ira2  4-  ra“  -f-  />“  = 

R%1 

I ' 

(/7Î  -RT 

*)*  + 

(«  - 

-y)'  -f-  (p  — * y = 

R*>  1 

I 

(ira  — 

xy  h- 

(ra  — y y -+-  (p  — * y = 

R“»  1 

i 

(jra  — 

x-y  + 

(ra  - 

-y?  + (p  — *")’  = 

iw  J 

1 

Développant  toutes  les  puissances  indiquées,  et,  de  là  pre-, 
mière  équation , soustrayant  successivement  la  seconde,  la 
troisième  et  la  quatrième,  on  n’aura  plus  que  les  trois  in- 


3g6 

connues  m,  n. 
équations 
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* y 


p , dont  les  valeurs  seront  donnée»  par  les 

,*  •*  . * ? •'  •-■  ‘ 


imx  -+■  2 ny  4-  2 pz  rr*  S*-=*  o, 

amx'  -f-  2nj'/  -f-  a pz  — x'2  — y 2 — z'1  z=  o , 
amx" 2ny"-f-  2 pz"  — x"2  — y"%t~r  z"2  — o.. 

1 . 

Au  lieu  de  simplifier  celles-ci,  comme  nous  l’avons  fait  précé- 
demment , ejt  de  procéder  à l’élimination, nous  considérerons 
chacune  de  ces  équations  comme  celle  d’un  plan  dont  les 
coordonnées  dè  ses  poihts  sont  m.n,p,  Ces  coordonnées  de-* 
vant  être  les  mêmes  dans  les  trois  plans  au  point  de  leur 
commune  section , c’est-à-dire  au  sommet  de  l’angle  trièdre 
qu’ils  forment  entre  eux,  il' s’ensuit  que  le  centre  de  la 
sphère  circonscrite  au  tétraèdre  proposé  sera  le  sommet  de 
cet  angle.  ff 

En  donnant  aux  équations  précédentes  la  forme 


* (*“  Ï)+*  (n~2  ) + Z(p-1)’S‘0>  } 

>(c) 


on  voit  que  la  première  équation,  par  exemple,  est  celle  d'un 
phm  assujetti  à passer  par  nn  point  dont  les  coordonnées 

sont  - , — , - ; point  qui  est  visiblement  le  milieu  delà  corde 
222  ' * 

AM  de  la  sphère.  Ainsi  les  plans  dans  lesquels  est  situé  le 
centre  cherché,  passent  par  les  milieuxdes  arête»  du  tétraè- 
dre inscrit.  - ^ • 

Il  resté  maintenant  à connaître  là  position  que  ces  plans 
«doivent  avoir  à l’égard  des  cordes  qu’ils  coupent;  or,  les 
équations  des  projections  verticales  de  la  droite  AM  -passant 
par  l’origine,  sont 


pe  (véoM&rBif:. 

. \ 
y 

m K - p y 
z . 

X i 

'*  ~ zP> 
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(*>) 


en  regardant  m,n,p  comme  les  coordonnées  d’un  point 
quelconque  de  cette  droite,  et  p connue  la  coordonnée 
verticale. 

‘De  plus,  le  plan  qui  passe  par  le  milieu  de  AM  ayant 
pour  équation  la  première  du  système  (C) , ses  traces  sur 
chacun  des  plans  coordonnés  sont 


(E) 


iy  y\r  1/ 

S 

De  la  comparaison  de  celle-ci  avec  les  équations  (D)on  con- 
clut que  les  deux  traces  du  plan  sont  respectivemént  perpen- 
diculaires aux  deux  projections  de  la  droite  AM  , n°  ix4- 
Donc  le  plan  est  perpendiculaire  à la  droite  ; donc  enfin 
le  centre  de  la  Sphère  passant  par  quatre  points  donnés  , est 
à l’intersection  même  des  plans  menés  perpendiculairement 
aux  milieux  des  trois  droites  qui  joignent  ces  points. 

Il  est  facile  de  voir  que  les  deux  premières  équations  (C) 
peuvent  être  mises  sous  la  forme 


Z 


f(”fc“ï)+ï(""a)+(J”r.a)  = °’ 


(F) 


x x y yr 

Or , si  l’on  avait  à la  fois  les  relations  — y > 

I , • " Z ' £ Z fi 

elles  exprimeraient  non-seulement  que  les  plans  auxquels 
appartiennent  les  équations  précédentes  sont  parallèles 
entre  eux  (n°  «3  ) , mai*  encore,  elles  indiqueraient  que 
les  points  A , 'M  , M'  sont  endigue  droite.  11  suit  de  là  qu’il 
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est  impossible , dans  l'hypothèse  actuelle , de  faire  passer  une 
sphère  par  les  quatre  point»  donnés,  puisque  son  centre  ne 
peut  être  dans  deux  plans  différens  sans  se  trouver  sur 
leur  intersection.  Mais  ce  problème  admettrait  une  infinité 
de  solutions  si  les  quatre  points  étaient  situés  suy  une  même 
circonférence  , parce  qu’alors  les  plans  menés  perpendicu- 
lairement aux  milieux  de  deux  cordes  quelconques  de  ce 
cercle,  se  couperaient  tous  deux  à deux , Suivant  une  seule 
et  même  droites t . -t-u  -,  • 

176.  Rapprochons-nous  maintenant  de  la  méthode  de 
Lagrange , et , pour  cela , supposons  que  le  point  P n’est  plus 
le  centre  de  la  sphère  circonscrite.  Pour  avoir  la  plus  courte 
distance  r de  ce:  point  a la  base  MM'M"  du  tétraèdre,  nous 
emploierons  encore  la  formule  dn  n°  124,  savoir. ï , 

* v'  ' ►'  • 't  ,*< 

tv  ■ . . D -)-  Km  -f-  B;/  -f-  C p 

r c=  ■ L ■ ■ ; : , 

v;/;/'.  4/  A.*  + B“  + ca 

et  en  y substituant,  pour  A,  B,  C,  D,  leurs  valeurs  cal- 
culées précédemment,  on  aura,  en  se  conformant  â la  pré- 
sente notation, 

p - (i-K+r>-  (*-k-h.>-(ç-k'-k,> 

1/  (i+è'+ÏT  + (*+*'+»')’  + (Ç-K'+O’  ’ 

on  bien , 

p - (i+r+r>^-(v+/+on-  ü+ç+np 

l ’ V -a  + *'*  + + 2 (0  + 0 +/3") 

On  peut  modifier  les  valeurs  A,  B,  C,  D,  de  manière  à 
ce  qu’elles  conviennent  aux  faces  latérales  de  la  pyramide. 
Pour  cet  effet , il  suffit  de  supposer  que  le  plan  MM'M' 
Coïncide  successivement  avec  les  faces  AM'M" , AMM"  , 
AMM'  ; et  c’est  ce  qui  aura  lieu , si  l’on  fait  d’abord 
x = y = 2 = o , puis  x'  = y - = z = o , ensuite 
x"  —y"  = z"  = o ; et  pour  les  trois  cas  , D=  o,  puisque 
les  faces  dont  il  est  question  passent  par  l’origine. 
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Soient  donc  p , p',  p"  les  perpendiculaires  abaissées  res- 
pectivement du  point  P sur  ces  faces.  Si  l’on  fait  attention 
que  ces  perpendiculaires  sont  négatives  par  rapport  à r 
(n°  ia4),  on  a 


im  -| - an  -b  (p 

t — - - . 

i i'  + n n + C P 

f — et' 


(8) 


r — 


i’m  -f-  V 


’njrjTp  | 


et  si , de  l’équation  r , on  tire  la  valeur  de  D , on  obtiendra, 
en  vertu  des  équations  précédentes  , 

D = r V a. * -+•  et'* +*"*-+•  2 ($,  + fi'-b&j  -+•  p*  4-  p*' -H*'  i 


formule  qu’il  est  d’ailleurs  aisé  de  vérifier,  car  le  tétraèdre 
AMM'M"  peut  être  considéré  comme  l’assemblage  de  quatre 
tétraèdres  partiels  qui  auraient  pour  bases  les  faces  du 
premier , et  pour  sommet  commun  le  poiut  P. 

Lorsque  toutes  les  arêtes  du  tétraèdre  proposé  sont  égales , 

a*  3 

on  a b T=b'=btt  — — , et  par  suite  ct*r=  <t'*  = <*'’*  = - a*  \ • 

2 4 

fi  = fi'  = fi"  = — J ; donc  Æ = — y ; donc 

' . ’ D =(r+  f -f-  f'  + p")  <t. 

Concluons  de  là  yue  ai  d’un  point  quelconque  pris  dons 
V intérieur  d’un  tétraèdre  régulier , on  abaisse  une  per- 
pendiculaire sur  chaque  face  , la  somme  de  ces  quatre  lignes 
sera  toujours  constante.  On  conçoit  bien  que  cette  propriété 
est  commune  à tous  les  polyèdres  dont  les  faces  sont  équi- 
valentes. 

En  prenant  le  point  P pour  le  centre  de  la  splière  in- 
scrite , on  aura  r=  p =pr  = p"  ; et  si , pour  abréger,  on  fait  * 
* = p'  [<*• <*"*•+•  a(£+/S'  +/S")],  la  formule  pré- 
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. V 

^c0  r 1101*081 1 IONS 

cédentedopjiera  - 

r » + <*  -J-  *!  -+•  1 

— 9 • «j  # m t 

c’est-à-dire  , pour  plus  de  simplicité  , 

/ » '-J* 


V désignant  le  volume , et  S la  surface  de  la  pyramide. 
Telle  est  l’expression  du  rayon  de  la  sphère  inscrite.  Nous 
ne  nous  arrêterons  pas  au  calcul  des  coordonnées  rectangles' 
de  son  centre,  parce  que  leurs  valeurs  peuvent  se  déduire 
sans  difficulté  des  équations  (8).  D’ailleurs  ou  doit  natu- 
rellement inférer  de  la  méthode  du  n°  i49>  cc,ltre 

de  la  sphère  inscrite  est  situé  dans  des  plans  qui  divisent 
en  deux  parties  égales  les  angles  dièdres  de  la  pyramide  : 
propriété  analogue  à celle  du  triangle  rectiligne. 

Si  au  lieu  de  rapporter  les  points  de  l’espace  à des  coor- 
données rectangles , on  les  rapportait  à des  axes  obliques 
et  que  l’on  prît  les  arêtes  mêmes  du  sommet  du  tétraèdre 
pour  ces  axes,  plusieurs  des  propriétés  que  nous  venons 
de  découvrir  par  la  méthode  de  Lagrange  se  manifeste- 
raient sans  aucun  effort  d’analyse  et  d’une  manière  très 

immédiate.  , *■*' 

Nous  engageons  ceux  qui  désirent  de  connaître  d’autres 

propriétés  du  tétraèdre,  à lire  le  Mémoire  cité  de  cet  illustre 
géomètre,  et  la  Théorie  des  Transversales  par  Carnot.  Ils 
trouveront  aussi  sur  ce  sujet , un  article  fort  intéressant  de 
Monge,  dans  le  n°  io  de  la  Correspondance  sur  l'Ecole 
Polytechnique.  Voici  deux  des  propositions  nouvelles  qui 
s’y  trouvent  énoncées  : 

ï°.  Si  l'on  prolonge  indéfiniment  les  six  arêtes  d’une  py- 
ramide triangulaire  quelconque,,  on  pourra  inscrire  entre 
ces  six  droites  celle  des  surfaces  du  second  degré  que  l’on 
voudra. 

* 2°.  En  supposant  toujours  six  arêtes"  & cette  pyramide 


* 
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prolongées  indéfiniment  de  part  et  d'autre,  si  l'on  en  con- 
sidère quatre  quelconques  opposées  entre  elles  deux  à deux , 
il  existe  toujours  un  plan  qui  en  se  mouvant  parallèlement 
à lui-même,  les  coupe  toutes  quatre  dans  des  points  qui  sont 
toujours  sur  la  circonférence  d’un  cercle. 

Le  ier  numéro  du  second  volume  de  cette  Correspon- 
dance renferme  d’autres  recherches  de  même  nature. 


THÉORÈMES. 


177.  Dont  tout  ellipsoïde  , ' v"  » 

i°.  La  somme  des  carrés  de  trois  diamètres  conjugués 
quelconques  \ est  égale  à la  somme  des  carrés  des  trois  dia- 
mètres principaux  ; 

2°.  La  somme  des  carrés  des  aires  des  trois  faces  adja- 
centes à l'un  des  angles  trièdres  du  parallélépipède  construit 
sur  trois  demi-diamètres  Êmjugués  quelconques , est  égale  à 
la  somme  des  carrés  des  aires  des  trois  faces  adjacentes  à 
l'un  des  angles  trièdres  du  parallèlépipèdpjrectangle  construit 
sur  les  trois  demi-diamètres  principaux’;  ’r" 

3°.  Enfin,  le  parallélépipède  construit  sur  les  trois  axes  est 
équivalent  à celui  que  l'on  construirait  sur  les  trois  dia- 
mètres conjugués.  # • 

Désignons  par  a ,b  ,c  les  trois  demi-diamètres  princi» 
paux  d’un  ellipsoïde  ,et  par  x'y'z  , x“y"z" , xmymzm  les  coor- 
données rectangles  des  extrémités  de  trois  autres  demi-dia- 
mètres conjugués  quelconques  a , b',  c'\ on  aura,  en  prenant 
le  centre  de  l’ellipsoïde  pour  origine  des  axes  (n°  i4o)  , 


a 

-H  2 


h 6“ 


+ 7 =,’i 

4 


^ ~ =î’ 


(0 


£1+ 

aa 


y*%  . £ _ t. 

~F+  1F  ’ 


et  puisque  ,vpar  hypothèse , les  lignes  aa',  1V , ac' , sont  des 

26 
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diaiuctres  conjugués  , le  plan  tangent  à l'ellipsoïde  et 
passant  par  l’extrémité  de  chacun  de  ces  diamètres,  sera 
parallèle  à chacun  des  deux  autres  diamètres.  Or  , l’équa- 
tion du  plan  tangent  mené  par  l’extrémité  de  a , qui  est 
le  plan  de  contact , et  dont  les  coordonnées  sont  x , y' \z  , 
est(n°i48), 

• \ ••  ^ . 

et  les  équations  du  diamètre  ai  sont  (n°  119) 

■ 

* = — =,y=  jr  s; 


pour  qne  cette  droite  et  le  plan  tangent  soient  parallèles 
entre  eux  , il  faut  que  l’équation  de  condition  du  n°  126, ait 
lieu  , c’est-à-dire  que  l’on  ait 


• — + 


y. y 


+ -TT  — °1 


ainsi , .outre  les  équations  (i)  Ton  aura  ces  trois  autres 


x'x  y y"  zV 


O* 


* *'  _1_  ZJL  4-  l£  = , ' 

+ b*  + c*  ’i 

* x , y y . *_£_  _ , 

a*  If  '*  ~ 


(2) 


Faisant,  pour  abréger, 


* y " jp-  ] 

— — **  » * ~ » » — v=fM 
O ç 


a 

a 

i" 


/ .y  V ^31 

— m > ~h— n y — ~P  >}  J 


» 5*' 

m.  . 2-r-  = 


b " c 

” Z" 


_ = m , T = n 


* b “?».) 

y * 

1 es  trois  équations-  ci-dessus  se  changeront  évidemment  en 


m 
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celles-ci  : 


m*  4 

n2  4P‘  = I») 

+ 7^771  -f-  Tllti 

4 flg'  = o,-) 

• 

m!2  4 

|ra'a  4 p’2—  i ,>_(4)  mm  4 n"n 

4 p’p  =0 , 

(5) 

m"2  4 

n"2  4 p"a=yi , ) 

Tti  m -f-  n n 

+pp"=°J 

r 

•»  * . * 

et  comme  elles  sont  les  mêmes  que  celles  ( 8' , 7'  ) du  n°  1 

3a, 

on  aura 

en  outre  cfeS’sept 

autres  relations 

* 

m2  +/m'2 

4 m"2  — I y 

r 

Y 

n2  4 n 2 

4 Tl2  = 1 , 

(6) 

t 4 P2 

» 4 

4 p"2  = i, 

) 

(np  - 

- pn!)2  4 (np"  — 

’t*Y  y 4 o> 

(pnï  - 

-mp'y+Çp'm”  — 

m'p'y  4 (p“ m 

— m”py  =1 

|(7) 

(nui  - 

- nndy~\-  (m  n“  — 

n m‘y  4 (.ni" n 

— n m)2  —l, 

l 

mrip"  — 

- mp'n"  pmn  — 

■ nm'p"  4 np'  m” 

— pnm"=  1, 

(8) 

ainsi  qu’il  est  démontré  au  n°  i33. 

# 

Maintenait,  si  l’on  substitue  dans  ces  sept  dernières  équa- 
tions , pour  m,n,  p,  . . . leurs  râleurs  (3) , il  viendra 

i -s 


x'2  -f  4-  x"2  = o1  ,*V 

y*  +>'*  4 y*  - *•,  [ 

s'»  + z'\-f  *•»  5=  C>,  J 


(9) 


(rv  — *y)‘+(y"3"  -*ywy+(y’*'-*yy=b‘c* 
{z'x"-x'z’y+(z"*!‘  -x\my  4(*V  -x,l')‘=c’s*)  [ 0 o) 
(xy-yx  )4(^y-yv,),+yy-y*')3=a^1,  ( - 

r u m r n m \ tua  f njn  i / a a t n to  » , \ 

xy  z — x z y +z  x y — y x z -\y  z x — z y x =abc\  (n) 

et  si  les  angles  (<*' , b ) , («',  o") , (£',  c')  que  les  demi-dia- 
mètres conjugués  a! , b',  c font  deux  à deux  sont  respective- 
ment désignés  par  on  aura  d’abord  , 


x%  4 y*  4 = a'%> 

x"t  + y*  4 d 
x”2  4 y"2  4 


= a , ) 
i"*=b'*,  Ur" 

= C%  J ) 


(J2) 


ensuite, par  le  théorème  démontré  au  n°  127, 
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(/*"— *y  )•+(*'*'— *V)*4-(*'y''_ siû*.,  ) 
(^V-s>*)*+(2V-*''z,')>+(*V_y'0*=è'V*  sin*. «"  } (,3) 

(y"*' — Z*)'' )a+(z*i' — sin*. i'  ; ) 

et  d’après  cequi  a été  prouvé  au  n°  1^3  , 

. x'y°zm — x'z'ÿ +z'xY  *ïÿx"f  + y*'** — z'yxm 
= a'i'c'  1 — cos*i — cos2/ — cosae"+2  cosi  cosi'cost"-  ( 1 4) 

Ces  trois  derniers  groupes  d’équations  sont  analogues  à 
ceux  (9,  io  et  1 1).  En  comparant  alors  la  somme  des  équa- 
tions ( 1 2)  à la  somme  des  équations  (9)  on  obtient  cette 


relation , 


a*  + V*  -j-  c'»  = a*  4.  i*  4.  c*‘, 


qui  donne  précisément  lieu  à l’énoncé  du  prefriier  théorème. 
En  comparant  pareillement  la  somme  des  équations  (i3) 

à celles  des  équations  (io),  il  vient 

•:< 

a'2é'2sin2<-|-a'2c,2sin2«,-l-è,V2sinVl— a2624a’c,4'^,c*> 

tel  est  le  second  théorème  qu’il  fallait  démontrer.  ^ 

Enfin  , la  comparaison  de  l’équation  ( 1 4)  avec  celle  ( 1 1 ) , 
donne 

a'‘b'‘c‘(  1 — cos2t — cosV — cosV-f-2  Cosi  cose'cosi")=a*h’>c,, 
T'  _OtL  i VS'y  > 'V(i' 

et  prouve  par  conséquent  le  troisième  théorème. 

Cette  manière  élégante  et  directe  d’arriver  à ces  résultats 
est  due  à M.  Gergonne , mais  ils  ont  été  remarqués  pour 
la  première  fois  par  M.  Livet , ancien  répétiteur  h l’Ecole 
Polytechnique.  ( Voyez  le  1 3e  cahier  du  Journal  de  cette 
école.  ) 

Les  surfaces  du  second  degré  sont  douées  de  beaucoup 
d’autres  propriétés  très  curieuses'  sur  lesquelles  il  serait 
trop  long  de  nous  arrêter,^  dont  quelques-unes  sont  en- 
core analogues  à celles  des  courbes  dd  ce'  degré.  On  ne 
pourra  mieux 'faire  que  de  consulter  à fcet  égard  les  An- 
nales de  Mathématiques  et  la  Correspondance  fur  t Ecole 
Polytechnique. 
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Voici  néanmoins  les  énoncés  (le  plusieurs  propositions  sur 
lesquelles  on  fera-bicn  de  s’exercer. 

i •.  Dans  toute  ligne  du  second  ordre  doute  d'un  centre  , si 
l'on  mène  deux  tangentes  parallèles  à une  meme  droite  fixe 
quelconque  j et  mu:  troisième  tangente  variable  , le  produit 
des  segrnens  des  deux  premières  tangentes,  compris  depuis 
leurs  points  de  contact  jusqu'à  la  troisième  j sera  une  quan- 
tité constante. 

2°.  Deux  hyperboles  équila lires  telles , que  les  diamètres 
principaux  de  chacune  sont  les  asymptotes  de  l’autre,  se 
coupent  toujours  à angles  droits,  i 

3°.  Dans  tout  hexagone  inscrit  à une  section  conique  , les 
points  de  concours  des  directions  deg, côtés  opposés  sont  tous 
trois  sur  une  mime  ligne  droite. 

4°.  Dans  tout  hexagone  circonscrit  à une  section  conique, 
les  diagonales  qui  joignent  les  sommets  opposés  se  coupent 
toutes  trois  au  mime  point. 

5°.  Trouver  quelle  surface  décrit  dans  V espace  un  point 
quelconque  d’une  droite  mobile,,  dont  tyois  autres  points 
sont  assujettis  à rester  constamment  sur  trois  plans  fixes. 

Nota.  On  trouve  pour  résultat  une  surface  du  second 
ordre  dont  le  centre  est  à l’intersection  des  trois  plans  fixes. 
( Voyez  les  Déoeloppemens  de  Géométrie,  par  M.  Dupin  , 
p.34o.) 

6°.  Quel  est  le  lieu  des  centres  Je  gravité  des  volumes 

de  tous  les  tétraèdres  qui  ont  un  volume  constdhtel  un  angle 
trièdre  constant  donnés ? L''  ‘ 

Nota.  Le  lieu  .cherché  est  une  surface  du  troisième  ordre 
dont  les  plans  coordonnés  sont  les  plans  asymptotiques. 

7°.  Le  lieu  des  milieux  des  cordes  menées  à une  section 
conique  quelconque  , par  un  même  point  quelconque  de  son 
plan , est  une  autre  section  conique. 

8°.  La  somme  algébrique  des  distances  des  trois  sommets 
de  la  face  hypoté nasale  <£ un  tétraèdre  inscrit  à une  sphère  , 
à un  plari  d'un  grand  cercle  quelconque , est  égale  à la  di- 


\ 
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stance  du  sommet  opposé  du  tétraèdre  au  plan  du  mime 
grand  cercle.  -, 

g°.  Le  plan  qui  divise  Vun  dis  angles  dièdres  d’un  té- 
traèdre en  deux  parties  êgalesj  partage  l’arête  opposée  en 
deux  segment  proportionnels  aux  aires  des  faces  corres- 
pondantes de'  ce  tétraèdre. 

io°.  La  droite  qui , partant  du  sommet  d’un  tétraèdre j 
fait  des  angles  égaux  avec  les  trois  faces  adjacentes  j ren- 
contre sa  base  en  un  point  tel  y qu’en  le  considérant  comme 
le  sommet  commun  de  trois  triangles  àyant  pour  bases  les 
trois  côtés  de  cette  base j les  aires  de  ces  triangles  sont 
proportionnelles  aux  aires  des  faces  correspondantes  du 
tétraèdre. 


J*. 


-4, 


\ 

V 


r 


-’V' 


♦ 


■ w.  _/■ 

V . 

» i 


■ 

k 

* 
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QÜAtklÈME  SECTION. 


NOTIONS  SUK  ‘.^APPLICATION  DÈ  fc’ANALYSE 
TRAN SCÉN D AN-TE  A LA  GÉOMÉTRIE. 


T 5 


« 


A t • 

• « • . . 

CHAPITRE  PREMIER. 


Théorie  générale  des  osculations. 

1 ' -A-  * 

>> 


■$*  i: 


* -jr#!. 

Osculation  des  courbes  planes. 

178.  li>  ne  s’est  agi,  dans  le  n1' 52,  que  des  droites  tan- 
gentes aux  courbés  planes,  c’est-à-dire  que  des  sécantes  dont 
les  deux  points  d’iytersection  coïncident.  Ce  n’est  pas, 
néanmoins,  la  seule  manière 'd’envisager  les  tangentes  : eu 
efl’et , on  peut  les  regarder  comme  le  prolongement  de  l’é- 
lément de  la  courbe;  ou,  plus  exactement,  une  droite  est 
tangenteà  une  courbe,  lorsque,  entre  elle  et  cette  courbe, 
il  est  impossible  de  mener,  par  le  point  commun,  aucune 
autre  droite.  Par  analogie , les  géomètres  ont  comparé  les 
courbes  entre  elles,  et  cherché  à connaître  les  conditions 
analytiques  auxquelles  il  fallait  satisfaire  pour  qu’une  courbe 
d’hne  espèce  donnée  s’approchât,  dans  un  petit  espace,  le 
plus  possible  d’une  autre  courbe  quelconque  : ils  ont  même 
appliqué  ces  considérations  aux  surfaces  courbes: 
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Afin  de  présenter  la  théorie  des  osculations  sous  le  point 
de  vue  le  plus  général,  et  de  suppléer  par  là  à ce  qui  manque 
dans  la  plupart  des  livres  élémentaires  qui  traitent  du  calcul 
différentiel,  je  vais  donner  le  précis  de  celle  que  Lagrange 
a exposée  d’une  manière  élégante  et  lumineuse  dans  sa  Théo- 
rie des  fonctions  analytiques  : ensuite  j’en  ferai,  d’après 
Monge , l’application  à la  recherche  des  équations  de  cer- 
taines surfaces  courbes.  Je  supposerai  donc  ici  que  le  lec- 
teur est  imbu  des  principes  du  calcul  différentiel. 

Suivant  le  Théorème  de  Taylor  (3e  édit,  du  Cal.  diffèrent, 
èlim.  de  M.  Lacroix.) , si  y est  une  fonction  de  x,  ou , ce  qui 
est  de  même,  si  l’équation  d’une  courbe  quelconque  est  re- 
présentée par  y —f(x),  et  que  l’abscisse  x reçoive  un  ac- 
croisement  quelconque  h,  l’ordonnée  y yariera  en  même 
temps  d’une  quantité  k,  dont  la  valeur  sera  donnée  par  la 
série 


< = «jg  AM-  ^fb  AM-  etc. 

1.2 . dxÀ  1.2.3 


dx 


= £ *i-4p+ 

dh  i .2.  dx‘ 


cPy 

l.f.Z.  dx 3 


/t3-(-  .... 


et  dans  laquelle  nous  supposerons  çju’aucun  terme  ne  de- 
vienne infini.  Mais  en  désignant,  pour  abréger,  les  coeffi- 
ciens  différentiels  successifs,  (par  p' , p" , p'“ , on  a 


-i». 


:p'A+  — — A1 

1.2 


1.2.3 


Soit  une  autre  courbe  donnée  par  l’équation  _y' = F (*' ). 
Si  x'  reçoit  le  même  accroissement  h,  y deviendra  eu. 
général  y -j-  k'  \ ainsi,  on  aura 


f/ 

k'  ~q'h  -f — - — h1  -j- 


2.2 


1.2.3 


h3  + 


Maintenant,  la  condition  d’un  point  commun  aux  deux 
courbes  donne  y —y,  ou  F (*)  — /(*),  puisqu’alors 
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x —x\  et  la  distance  A- de  ces  deux  lignes,  mesurée  sur 
l’ordonnée  qui  répond  à l’abscisse  x -+-  h est , en  général , 

. l£=p»+ 

* .*  *•*»“  4 • * 

Cette  distance  deviendra  évidemment  d’autant  plus  petite 
qu’il  y aura  plus  de  termes  qui  disparaîtront  à l’origine  de 
là  série.  '**  “ •.  . , 

Considérons  une  troisième  courbe  dont  l’équation  soit 
y"—  <p  ( * "),  et  qui  passe  par  le  point  commun  aux  deux 
autres,  auquel  cas  y"  -y-  Alors,  si  D exprime  la  distance 
de  celle-ci  à la  première , mesurée  de  même  sur  l’ordonnée 
répondante  à l’abscisse  * -f*  h,  on  aura,  comme  ci-dessus, 

D = (p'-r')/t  + KP 

’’  s 


et  si,  dans  la  valeur  générale  de  ù ,p'  -r-q'  30,  on 

1 a.  f ' 


aura 


seulement 


V1 


-A=(p*_î”)i!24-(^W)  T~|'+ 


D 


. deve 


evenant  d’autant  plus  petit  que  h est 


Or , le  r: 

moindre  > t^arrivera^gue , pour  de  certaines  valeur!  tr.ès 

petites  de  h,  on  a&jrà,A  < B)  donc , taii$  que  cette  inégalité 

subsiste , c’est-à-dirè'tanfcjqu'e  l’on  n’a,  pas  p — / = o ,•  la 

troisième  courbe  ne  peut  passer  entre  les  deux  premières  : 

celles-ci  se  touchent  donc  au  point  commun;  Le  contact 

• v „ O df  (x) 

qui  a lieu  Idrsque  F [x)=JX.x)  , et  — -j- — = J ' > 

. * 

est  dit  contact  simple,  ou  du  pretpier  ordre. 

Quand  les  deux  premiers  termes  de  la  série  générale  A 
disparaissent , sans  que  h . soit  nul , on  a 

* = iOT-0  + ....i 
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ainsi , par  rapport  à la  troisième  courbe  , pour  laquelle  les 
deux  premiers  termes  no  disparaissent  pas  de  la  série  D , 
il  s’ensuit  de  même  que  A D,  pour  des  valeurs  très  petites 

de  h.  Cette  troisième  courbe  ne  peut  doue  passer  entre  les 
deux  autres , dans  le  cas*  où  l’on  a à la  fois*  y s=  y , 
, / « «'  u,  > -,  y.  û£F(*)  df(x} 

* =P  >*  -P  ou  *(*)=/(*>,  , 

û?‘F(arJ  df(x)  . . » , , 

■.  Uatis  cette  circonstance,  tes  deux  pre- 

dx%  dx*  ' 1 

mières  courbes  forment  un  contact  du,  second  ordre ^ et  il  est  re- 
marquable alors  que  la  courbe  touchante  ou  osculatrice  passe 
au-dessus  et  au-dessous  de  la  courbe  touchée  ; cela  est  une 
suite  de  ce  que  h3  change  de  signe  lorsqu’on  met  ■ — A au 
lieu  de  -f-  h (.n°  62  , Cale.  dif.  ilèm.  L.,C.  ) 

En  général,  pour  que  deux  courbes  soient  rapprochées 
l’une  de  l’autre*,  auprès  de  leur  point  commun,  de  manière 
à former  un  contact  de  l’ordre  n , il  faut  égaler  entre  eux 
les  n premiers  termes  des  valeurs  de  k et  k'. 

1 79.  Pour  répandre  plus  de  jour  sur  cette  doctrine , pas- 
sons aux  applications. 

D’abord , soit,/  = F (*'  ) = Ax  -f  B l’éqliation  dé  la  droite 
touchante,1* dont,  la  position  sera 'déterminée  par  les  deux 
constantes  A , B.  Comme  au  point  de  coptact , on  a , d’apres 
ce  qui  précède , 

s t dy  —iÇL:Z 

y —y'  dx'  ~ dx * 

T 

il  s’ensuit  que  l’équation^de  cette  droite  donne,  en  la 
différenciant,  1 *'  **  * ’ •“>  • 

dy1  , .dy 

donc  Xz=dx' 

, / ... 

par  conséquent  les  deux  relations  qui  existent  entre  A et  B 
sont  *-•.-!?  W 

y = A.v  -f-  B,  A , 
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et  fournissent 

t 


h—  * dy • 
B -y—dïx- 


Ainsi , l’équation  de  la  tangente  à une  courbe  quelconque 
• est  ' 

• ► # V'  dy  / , *.  ■ 

y -^=dx(x  ~ x) ’ 

«*  i . * 

et  puisque  la  normale  est  perpendiculaire  à la  tangente , on 
a,  pour  son  équation, 


dy 


Le‘  rapport  ■—  s’obtient  en  différenciant  l’équation  de  la 

ax  ^ v\ 

courbe  à laquelle  on  doit  mener  une  tangente , ce  qui  re- 
vient à la  méthode  élémentaire  que  nous  avons  exposée  au 
n°  5a.. 

4 t 

Pour  seconde  application , comparons  le  cercle  avec  la 
courbe  proposée  y ~ /"(*) , et,  dans  cette  vue,  prenons 
pour  équation  de  sa  circonférence 


(*'•_  «)*  + (y -/8)*  = y‘; 

4 ^ y 

en  la  différenciant , ou  obtient 

(*'  4‘  4 -H  c/  — ® % — °> 


(0 


et  par  conséquent 


► > f'â=a'  = 

ûÊ? • ^ * y'  — /?  ’ 

ainsi , à cause  des  relations  y = y , ^7  = ^ ,ona 

*.•  + * y. 


(*  — a)*-|-  (y  — 0)*  = y*,  p' : 


d’où  l’on  tire 


J’  ~fi' 
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4 1 2 


A—  X + 


VP 


@ = y 


l/i  + p'“'/  V i +/>'• 

Telles  sont  les  coordonnées  du  centre  du  cercle;  coor- 
données qui  seront  entièrement  déterminées  si  le  point 

•••i  '•  ' ‘ 'dy 

de  contact  et  le  rayon  sont  donnés,  puisque  p = ---  se 

tirera  de  l’équation  de  la  courbe  proposée.  Mais  si  l’on  at- 
tribue différentes  valeurs  au  rayon,  et  que  l’on  élimine  ce 
rayon  entre  ces  deux  dernières  équations , l’on  aura 

dx  , . „.r 

& y — — (*  — * )•  * 

».  dy  <■ 

Celle-ci  qui  appartient  évidemment  à une  droite  dont 
les  coordonnées  sont  * , p , est  normale  à la  courbe  pro- 
posée, et  représenté,  par  conséquent,  le  lieu  de  tous  les 
cercles  susceptibles  de  former  un  contact  simple  avec  cette 
courbe. 

Puisque  l’équation  générale  du  cercle  renferme  trois  con- 
stantes, et  que  l’on  eu  détermine  seulement  deux  lois  du 
contact  du  premier  ordre,  on  peut  supposer  que  le  cercle 
satisfait  aux  trois  conditions  suivantes  : - 


r'-v  di_z=<h 

7 —y’  dx'  ~ dx' 


d'y 

dx '•  ~ *•’ 


y =y>  i =p>  ? = p ■ 

■ ^ 3f 

Dans  cette  hypothèse,  l’équatiom-grécédente  (i)  donnera, 
après  l’avoir  différénciée  deux  fois  do  suite  , et  avoir  changé 
x'  en  x et  y en  y ; 


(*  — <*)  + (y  fi)  Yx  ~ 0 ’ 


■ + % + <* 


p) 


d'y 

-~-=  o. 


dx‘ 


Tirant  de  celles-ci  les  valeurs  de  x ■ 


(») 
(3) 

œ et  y'  — P , pour 
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lés  substituer  dans  (i),on  obtiendra  définitivement 

p'.(i+p'')  - _ « +p‘ 

' P"  * 

(i  -f  pf*)*  _ ( 4-  «y >° 

dxdy  • *, 

De  cette  manière  , le  cercle  cherché,  que  l'on  nomme  cercle 
oscillateur t sera  déterminé  de  grandeur  et  de  position , et 
jouira  par  rapport  à tous  les  cercles  qui  forment  un  con- 
tact simple , de  la  même  propriété  que  la  tangente  à l’égard 
des  sécantes.  Le  rayon  y du  cercle  oscillateur  s’appelle 
aussi  rayon  de  courbure , parce  qu’il  est  commode  de  me- 
surer la  courbure  d’une  courl>e  par  celte  de  ce  cercle. 

On  voit , par  cette  théorie , qu’une  courbe  osculatrice 
ne  peut  être  de  l’ordre  n,  à moins  qu’elle  n’offre  n-f-  i con- 
stantes dans  son  équation.  Ainsi,  par  exemple,  la  parabole 
cubique  y =a  + bx-{~cx'-\-  dx1  est  susceptible  d’avoir  au 
plus  un  contact  du  troisième  ordre,  parce  que  les  con- 
stantes a,  b , c,  d , que  l’on  nomuie  tlèmens  du  contact , 
sont  au  nombre  de  quatre. 

Dans  l’expression  précédente  du  rayon  de  courbure, dx  est 
supposé  constant  : or,  comme  la  différentielle  de  l’arc  s est 

'•  - ” i ■ ? 

ds  — \/  dx'-\-  dy\  il  est  clair  que  ds:i  db  (t/x2  -f-  dy*)*  > 
par  conséquent 


dsJ 


y — 


d 


(I) 


dx' 


V 


dy 


Mais  en  prenant  la  différentielle  de  et  faisant  tout  va- 
rier , ce  qui  établit  l'hypothèse  que  x et  y sont  implicitement 
fonctions  d’une  troisième  variable , on  a cette  expression 
symétrique,  4 


ds' 


y — 


(dx‘  4-  dy'Y 

dxd'y  — dyd'x  dxiPy — dyd‘x 
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Lorsque  ds  est  considéré  comme  constant, , on  ^trouvé; 'en 
différenciant  ds  = [/  dx*  + dy%  dans  cette  supposition  , 
dx  i _ dy 


partant  , 


d‘y  = j-  d‘x  , ou  d'x—- 

dy 


dyds 

y—~  ’ 

-4. 


y ~ 


dx 
dxds 

dy! 


dy-. 


Dans  les  applications , soit  que  l’on  emploie  l’une  ou 
l’autre  de  ces  trois  formules  ,>on  parviendra  toujours  au 
même  résultat.  s.  ^ ' r *-i. 

180.  La  méthode  qui  vient  de  nous  faire  connaître' le 
rayon  de  courbure,  s’applique  avec  le  même  succès  aux 
courbes  rapportées  à des  coordonnées  polaires.  Voici , en 
peu  de  mots , comment  il  faut  procéder  pour  obtenir,  dans 
cette  hypothèse,  l’expression  de  ce  rayon.  * 

Soient  r le  rayon  vecteur,  et  ç l’angle  qu’il  fait  avec  l’axe 
des  x ; on  aura , n°  48 , 

7, 

■*  'r  , , 

x — r cos  <p  , y — r sin  jp. 

Or,  l’équation  (1)  du  cercle  osculateur’  (n°  179)  devient, 
au  point  de  contact , ' 

(r  cos  <p — <*)s+  (r  sin  tp — fi)*  = y*.  (m) 

Donc,  si  l’on  différencie  deux  fois  consécutives,  par  rap- 
port à r et  à <p  , et  en  regardant  dtp  comme  constant , on 
aura  ces  deux  équations  ■*,'  ‘ 

(rcos p cos  rsîn^  + (r  sinp  — fi)  (^in<p+rcosp^~  a, 

(^cos  ?l'_rsin  f)  + (rcosf— 2^sin?i-rcos(f.^ 

I 

+(^siniP+rcos<pS)  +Crsin<f,—fi)(^sm<p+2^cos<p—rsinp^=:  o. 


* 
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desquelles  on  tirera  les  valeurs  de  ( r sin  p — fi)  et  de 
(r  cosip  — a),  que  l’on  substituera  ensuite  dans  l’équa- 
tion (/»),  et  l’on  trouvera  définitivement , pour  le  rayon 
oscillateur  dans  les  — 


laires  , 


_ -f-i/r”)* 


• - 

V r“  -f  2 (^pj^r  (j  —'J  a£p  Vs  4-  zclr'dp  — rrf'rcflp  > 

v"  £ W*  - 

c’est  à qnt>i  M.  Lacroix”  est  parvenu  par  nti  autre  pro- 
cédé. ( Traité- élém.  du  Cale.  dif.  , n°  1 26.) 

' V 

Puisquela  grandeur  et  la  position  du  rayon  de  courbure 
dépendent  des  valeurs  des  coordonnées  du  point  de  contact , 
on  conçoit  que  le  lieu  géométrique  de  tous  les  centres  des 
cercles  osculateurs  sont  sur  une  certaine  courbe  dont  l’équa- 
tion en  a et  £ doit  s’obtenir  en  substituant  dans  celles  (2)  et 

(3)  du  n°  précédent , les  valeurs  dfc  y , ^ en  fonc- 


tion de  x , déduite*  de  l’équation  de  la  courbe  proposée,  et 
ensuite  en  éliminant  x entre  ces  deux  résultats , afin  d’en 
obtenir  un  troisième  indépendant  des  valeurs  particulières 
des  coordonnées  du  point  de  contact.  C’est  cette  courbe  que 
l’on  nomme  développée  : elle  jouit  de  plusieurs  propriétés 
remarquables;  par  exemple,  elle  est  toujours  rectifiable 
pour  les  courbes  algébriques , parce  que  la  longueur  d’un 
de  ses, arcs  est  la  différence  de  deux  rayons  de"  courbure 
correspondant  aux  extrémités  de  cet  arc  ( voyez  le  Traité 
cité  de  M.  Lacroix)  , et  elle  est  touchée  par  tous  ces  rayons 
dé  courbure. 

Les  points  de  la  développée  peuvent  encore  être  considérés 
comme  les  intersections  de  deux  normales  consécutives  à la 
courlie  proposée  ou  à la  développante.  Soit , par  exemple  , 
l’équation  de  l’ellipse, 
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h+yv=''  « 

rapportée  à son  centre  et  à ses  axes  principaux  ; celle  de  la 
normale  à cette  courbe , passant  par  le  centre  a. , p , du  cercle 
osculaleur , est , d’après  le  numéro  précédent , 

, B**  (£  — y)  = ^y  (*•—*), 

ou  • . 

. t % ■Jy 

et  l’on  aura  l’équation  relative  à la  normale  infiniment  voi- 
sine de  celle-ci,  en  différenciant  (2)  par  rapporta  jc  et  y t 

puis  mettant  au  lieu  du  rapport  ~ sa  valeur  déduite  de  l’é- 
quation (1);  ce  qui  donnera  . 


j%  .,3  v 

h — O. 

AV  ^ B-tjS 

.■y  *■ 


(3) 


Il  reste  à éliminer  x ,y  entre  cette  équation  et  celles  (1,2), 
pour  avoir  l’équation  de  la  développée  en  a.  et  Æ ; mais  en 
égalant  chaque  membre  de  l’équation  (2)  à A* , on  a 


A “a 

A“  — * 


>y- 


B2/3 


B“  — 2“ 


et  ces  valeurs  changent  les  équations  (i^,  3)  en  ces  deux 
autres , 


AV* 


(A*  - A‘)' 
AV 


s +• 


B’/S* 


(B1  — Aa) 
(A*  — V)3  +>(Ba—  A1)3 


= I , 0 ) 


B’/32 


3 = 0J  (30 


en  sorte  qu’il  ne  s’agit  plus  què  d’éliminer  -\*  entre  ces  der- 
nières , pour  avoir  l’équation  cherchée.  Dans  ce  but , soient , 
pour  abréger  , AV  = m3  , B“/3a  = nJ  ; les  équations  (i',  30 
serout 
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' . • ' (A‘—  AT  + (B*—  a1]1  ~ 1 » 

v ■ vL*v  V \a~k  v>/ 

— ■ - 


I*  * 

■ :%9j 
. / T- 


(A?-*)*  + (B’-a’)* 


(O- 

•V 

t .?>• . • . 

c3")..- 

. *v* 

'/  * " 

• / » *• 


. et  comme  la  seconde  peut  s’écrire  ainsi  : 

r_,v  .. 

• *.  • \a*  — a */  - :•  « 

On  en  tire  àisément,  après  avoir  extrait  la  racine  eùbique , 

• ' et  cliassé  les  dénominateurs,  /'  ' 4 ‘ ' 

«i  ■■  *Î\*V-  - ♦ A J « , 1-**  j. > 'JR  . • 

V*  - .*■  A*n  + B**»'  * * * 

• ■ c r:  ■ i î'7  ^'+  » • 

• ‘ V • * '<?*'*  ,'-i  - * t . . . 

= ~ » (-^ - bv)  •: 

m + n ’ . 

• '•  » • . . ■>  * . • • J . 

Substituant  ce*  valeurs  dai^s  (i*)*et  remplaçant  /»,  ^par 
les  leurs,  U vibrât  enfin  . • « * . , • 

; / , . 

y ^ v , / v 

/•  •tï^r»>-+fet^7=*H-<é 

. * * . * ■*,  .j 

. c’est  là  l’équation  de  la  développée  de- l’ellipse , qu’il  fallait 
trouver,  et  à laquelle  on.  parvient  d’ailleurs  plus  aisément  * ' 
par  une  autre  considération.  , _ 

. i8i.  Actuellement  > il  importe  de  faire  connaître  com- 
ment on  détermine  l’équation  de  la  courbe  qui  en  touebo 
Une  infinité  d’autrçS^d’une  nature  donnée , et  assujetties  à se 
succéder  suivant  une  loi  conitue., 

, Pour -bien  fixçr  les  idées  à cet  égard,  concevons  qu’un 
cercle  variable  de  position  se  meuve  dans  son  plan,  de  ma- 

-a-* .e«|-  V ■ • 


. - . . v -j  -r-  — pj 

les  coordonnées  »,  fi  du  centre  seront  liées  entre  elles  par 
1 équation  fi  = ip  (a) , en  sorte  que  laprêcédente  pourra  être 


2 7 
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écrite  ainsi:  , ' '• 

(*  — <*)’  + O — ? («)]*  ==  J*-  (») 

• • • • 

Or,  si  l’abscisse  u reçoit  un  accroissement  infiniment  petit 
c la. , le  cercle , qui  ne  changera  pas  de  grandeur , prendra  une 
nouvelle  position  infiniment  près  de  celle  qu’il  avait  d’abord  . 
et  sa  circonférence  coupera  la  première  en  deux  points  dont 
les  coordonnées  x , y seront  communes  à ces  deux  lignes,  et 
par  conséquent  ne  varieront  pas  en  passant  d’un  cercle  à 
. l'autre.  Si  l’on  passe  de  la  même  manière  de  cette  seconde 
position  à une  troisième,  et  ainsi  de  suite , le  système  de  tous 
les  points  d’intersectipn  que  l’on  obtiendra  d’un  mémecété 
de  la  ligne  des  centres  formera  une  courbe  qui  sera  celle  de 
contact  cherchée.  Pour  en  avoir  l’équation,  il  faudra  donc 
différencier  (/»)  par  rapport  à * seulement , et  égaler  cette 
différentielle  à zéro  ; ensuite  éliminer  « entre  ces  deux  équa- 
tions,, et  le  résultat  de  l’élimination  offrira  une  relation  entre* 
x et  y , indépendante  de  la  position  du  centre  de  tous  les 
cercles  enveloppés. 

Soit , en  général , V = f (x,y  , *)  = o , l’équation  de  la- 
courbe  génératrice , et  dans  laquelle*  est  une  constante  arbi- 
traire ; on  aura  Ces  deux -ci  : 

\ V,  = o, 

; • v d\  . • 

. • o,  . . • * 

- ■*  . . * 

entre  lesquelles  on  éliminer^  la  .constante  dont  il  s’agit,  pour, 
déterminer  l’équation  de  la  courbe  qui  touche  toutes  celles 
que  l’on  obtient  en  attribuant  à cette  constante  .toutes  les 
valeurs  possibles  dans  l'équation  Y p p,  ' , . 

Il  est  facile  d’après  cela , de  rçcpnnaitrequel’ équation  (4) 
du  nuwéro  précédent,  prosgnaAtde  l'élimination  de  la  con- 
stante arbitraire  A, entre  (>')et  (3'J,que  l’on  peut  représenter 
• . ’•  * //V  **  . • . ■ i . 

respectivement  par  V=  o = t>  , est  aussi  lényeloppe 

de  toutes  les  ellipses  résultantes  4e  U')- 
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■ 182.  Ce  qui  peut  être  abstrait  dans  cette  théorie  sera  plus 
facile  àsaisir  en  passant  auxapplications.  Supposons  d’abord 
qu’il  soit  question  de  déterminer  la  ligne  touchant  à la  fois 
tous  les  cerclés  de  même  rayon  et  décrits  de  tçtis  tes  points 
dé  une  droite  donnée  sur  un  plan  j comme  centres,  ' . 1 
Soient  . t *■  1 . 

■.  • (*  r *)*  + (y  -*)•■ 

* i >•  « . t • . •*. 

4 • S j, 

l’équation  de  l’un  de  ces  cercles,  et 

S v ...  ' • . 

A . . y ~ tkx  t 

l’équation  du  lieu,  de  leurs  centres.  Puisqu’on  aura  entre 
et  et  /3  la  relation  (L  t=  A* , la  première  équation  deviendra  , 
en  y substituant  pour  /8  sa  valeur , 

• ■ , i ■ 

. (*  — <4*  4-  (y  — A*)*  — /»  = V = o , . 

t - " \ *■  •*  . ■ < _ ' 

laquelle  étant  différenciée  par  rapport  à u seulement, 
donnera  * . , . • » \ 

dV 

. (x  — <*)  4-  Gé  — Act)  -r-.=*  ® > *■“  ’ 

dm. . 

ds  t * 1 - J .4*  • 

* . * X + Aÿ 

et  = % . * 

Aa  *4"  1 

v • 

• ...  • • 

Mettant  cette  valeur  dans  V , on  obtient  \ 

AV-îAry+/=^(A*+i):  ' ' 

• / , * *;  • . . * 

et  / extrayant  la  racine  carrée  de  part  et  d’autre,  on  a pour 

les  équations  des  deux  tangentes  cherchées , 

y = A*  + r(A“  -{-  i), 
y ^ Ax  - KA.k  + 1). 

i ’»  • y 

Ces  tangentes  sont  donc  parallèles  à la  ligne  des  centres  , 
ce  qui  est  d’ailleurs  de  toute  évidence.  , 

Cherchons  actuellement  quelle  est  la  courbe  qui  touche 
à la  fois  tous  les  cercles  (l)  décrits  du  même  rayon  j maie 

27.. 
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dont  Us  ctflb'es  sont,  sur  une  même  ciiVoriférenap  donnée  par 

* 4*  y ,%a~  t : •>  • / ' • ,.  / , 

.-Alors  la  relation  entre,  a et  0 sera  . 

» » «*■•'*■  •*  *•  : 

a ; <+  ?'.*  f‘>  ; ; •; 

et  Péqôatîon  (i)  se  changera  ençelle-ci  : 

« * ‘ - ^ 9 * i eS  »• 

. (*  — «)*  + (y  — ViF—  «T  — ■ *?  ,==  v p=  » ; 

1 - > . • 


(16  13  4 #•  , /«  ** 

/ • -*•••» 

. . - * * 

>■  '•  .*  ; -r  Ÿf‘±?\+«f==  ^ ; • : 

et  par  suite  ' * ,*V  * ***  •**  t **  ’ * 

1 -'à»..* H ' 

-•;  «•*-•..■  •>  ■ •• ... 

#+?£  * 

Mettant  ces  valeurs  dan^  CO  > et  faisant , pour  siuyîlifier, 

rf’ i* , Oh  aura  >>%*>•.• 

# •■•••'■;<  : 

d’où  l’on  tire*  ■:  , ’,>*■  fy. 

. ./  z.c=f±rt*  çt  a'1—  (#±r)*, 

* v * s»  « 


•*  - ; 

7*  ....  ,r  y 


ou  enfin 

' * • *,‘+^=0'a5fi*»  ,.V  - 

c’est-à-dire  que  les  deux  courbes  de  contact  cherchées  sont 
des  cercles  dont  le  centre  commun  est  à l’prigine  des  axes,  et  * 
dont  les  rayons  sonty+i r et  p r.  On  reconnaît  sans  doute 
cette  vérité  indépendamment  jie  tout  ce  calcul  f mais  i(  est  * 
utile  ,'dans  les  premières  applications  d’une  théorie,  de  chpi - ‘ 

sir  de  préférence  des  exemples  qui  amènent  à dess  résultats 
connus  d’avance  , afin  d’être  mieux  pénétré  de  l’exactitude 
des  opérations  algébriques  auxquelles  cette  théorie  donne 
lieuïCest  par  un  procédé  analogue,  que  M.  Lacroix,,  dans 
son  Traité  de  calcul  différentiel  in-4°  , a déterminé  les 
équations  des  roulettes  en  général , et  de  la  cycloïde  en  par- 
ticulier. [ ‘ ' •-  ***,  ’ * *1*^1  '* . 

• ’ * • •*  v.  * « . * •• 
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"Voici  encore  deux  autres  problèmes  dont  les  solutions 
reposent  sur  la  théorie  précédente. 

i83.  Déterminer  tontes  les  lignes  qui  retranchent  des  sur- 
faces équivalentes  d‘ un  angle  donné. 

[ Fig.  96.  3 Prenons  pour  axes  des  x et  des  y les  cétcs 
mêmes  de  l’angle  donné  XAY,  et  supposons  qu’nne  des 
droites  cherchées  soit  RN , c’est-à-dire  que  Fespace  yiangu- 
lairc  NAIlsoi»  équivalent  à y’.Counne  l’équation  de  Ta  droite 
RN  est  généralement 

y — Mx  -f-  N , (1) 

v 

N 

on  aura  AN  , ou  »•  = — —,  et  AR,  ou  y = N;  et,  à cause 
, , AN  x AR  ..Jgl  y *h>c  , N1  . 

«le  q ' — r-  smp,  il  est  clair  que  7*= — sin  p, 

» • a * * aM 

d’où  l’on  tjre 


. , ' N*  sin  p 
l’cquation  <lc  cette  droite  devient  doue 

' • m*  " 


imyor 

V 1 S : 


y = — 

v « • 


:x+n. 


CO 


. 

Or*,  si  une  autre  droite  R'N'  est  infiniment  voisine  de  celle- 
ci  , et  que  l’espace  AN'R'  soit  encore  équivalent  à q *,  les 
deux  droites  «lont  il  s’agit  auront  à leur  poiut  M-  d’inter  - 
seetion  les  mêmes  coordonnées;  ainsi,  dans  l’équation  (a), 
la  seule  quantité  qui  aura  varié  sera  N : il  suit  donc  de  là 
que  si  Pon  différencie  cette  équation  dans  cette  hypothèse,  la 
résultante  donnera  4 * • ; 


N ses  — £ — , " 
. * sin  p 


et , pariant , on  aura  * 

M = 


. 2x*  sin  f ’ m 

' < •'  . , * v 

JCéquation  (1)  se  changera  donc  en  celle-ci: 


422. 

par  conséquent  'K 


PROPOSITIONS 

• • • • 

y^-.  ~.v  **  *.t 

J *.i  îi'*  sin  f 


*y  — 


2 SID  (p 


’f1» 


(3) 


est  le  lieu  hyperbolique  des  points  M d’intersection  de  deux 
droites  Consécutives  quelconques  .N R , N'R' , qui  résolvent 
la  question.  Ces  droites  sont  donc  tangentes  à celte 
courbe.  . , 

Maintenant,  si  l’on  demandait  de  déterminer  la  position 
de  la  tangente  qui  correspond  à la  normale  passant  par  le 
sommet  A de  l’angle  donné,  on  s’y  prendrait  ainsi  qu’il 
Suit  : * . té  i;:;y 

L’équation  de  la  tangente  à la  courbe  actuelle  est 

■y-y-^x,-x^=-^x'-xy> 


ou  bien 


et  de  là  on  tire 

i. 


yx  -f-  xÿ  = nxy,  * ■ , •'  (4) 


AN  = 2ar,  AR;=2j. 

Pour  déterminer  i’ équation  de  da  normale  passant  par 
l’origine  j il  faut  faire  usage  des  formules  du  n°  46,  rela- 
tives aux  coordonnées  obliques.  De  ces  formules,  et  'de 
l’équation  (4)  de  la'  tangente,  qui  peut  être  écrite 
ainsi:  , • . ' 

A*  + */  =! {>  •*'  * ..  r v 

on  déduit  '*  -,  1 . • 


A — J , « = *, 


et 


A — Bcos(*,y)  „ B-f- A cos  (x,y)  * 

- * sin*  (xtyy  . ’ sina  ( a: , ,y  ) ’ 

* . /3  * **. 

ainsi  l’équation  de  la  normale,  qui  est  y = - x' , devient 
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t J.-  — y cos  Q,  jO  T, 

^ J*-  — * COS  O,  j) 


4-3 


••••....  . • . . 

Mats  ah  point  de  contact,  x et  y se  changent  respective- 

ment  en  Je  et  j : cette  dernière  équation  donne  donc 


X = y. 


D’où  if  suit  que  lorsque  la  ligne  RN  est  perpendiculaire 
à la  droite  normale  passant  par  l’origine , on  a. . . . 
AN  — AR  = 2 y.  Cette  normale  divise  donc  en  deux  par- 
ties égales  l’angle  donné.  Mais  l’équation  (3).  de  la  courbe 
fournit  alors  > 


te  \/X~, 

V 2 stn  p 


donc 


AN  = AR  = 


sm  <p 


donc  la  tangeffte  cherchée  est  la  base  d’un  triangle  isoscèle. 

•Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à prouver  que , dans  ce  cas , 
. cétte  base  est  ttft  minimum , parce  que  oela  ne  présente 
aücqne  difficulté.  •'  .. 

l84  Déterminer  l'équation  (t une  caustique  par  réflexion. 

Si  d’un  point  lumineux  situé  dans  le  plan  d’une  courbe, 
partent  une  infinité-  de  rayons  de  lumière , et  que  ceux 
qui  frappent  cette  courbe  Soient  réfléchis  de  manière  que 
l’augle  de  réflexion  soit  égal  à l’angle  d’incidence , it  exis- 
tera une  courbe  qui  sera  touchée  par  tous  ces  rffyons  s 
telle  est  celle  que  l’on  nomme  caustique  par  réflexion. 

, Cela  posé , soient  XY  les  coordonnées  rectangles  d’un 
point  lumineux-,  F équation  d’un  rayon  de  lumière  sera 

y-Y  = a{x— X).  («> 

Si  ce  rayon  frappe,  en  un  point  rfy , une  courbe  de  l’é- 
quation 

F(*,/)  = o,  * (F) 
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4a4 


rnorosinoMs  • * 


(F) 


qui  a pour  différentielle  , ■>- 

. mdx  -f-  nd/y  = o,v  • » * « 

» • ' ‘ ^ m »•  V , • 

il  se  réfléchira  suivant  une  droite  dont'nous  représenterons, 
l’équation  par» 

y— / = «'(*—  *?)■>  f *'*'*  C^i 

<r<  . , • • 

et  les  deux  lignes  (a) , (a)  formant  des  angles  égaux  avec 
la  normale  à la  courbe  (F)  , on  exprimera  cette  condition 
ainsi  qu’il  suit  : \ t . (.h  j,  '«  ' * 

D’abord  l’équation  de  la  normale  est  (n°  i4q)  •»  * 

• * ’ n * 1 ’ **  „ - 

y-y^^i*^-*')-,'  * '■' 


• ' « ».  r, 

et  l’angle  8 qu’elle  formera  avec  la  ligne  d’incidence  (a)  , 


aura  pour  tangente,  langui: 


n — arn  „ . . 

: : or,  1 angle  de 

YTl  -f-  ail,  t é% 

réflexioû  étant  égal  à celui-ci , il  est  évident  que  letf’.dfeux 

lignes  (a),  (a)  formerontjentre  elles  un  angle  28,  dont  la  , 

, tangente  sera  ' 1 / '* ..  ' i 

'•  * % 2 ( /»  — atn\  (m-yaraY  .• 

tang.  2Ï  =>  7-~\.  — y- — î-;*.  .(  ■ 

• « • (m-4-an)  — (n  — <zm)*  ' .*'*  • 

mais  parce  que  Ton  a en  outre  : > " • ****?.. 


. tang  2«  -SX  -r-j > , • . ■ • * , 

- b V+«a».  . * 

, ' « • | 1 * ,y  !*■ 

il  s’ensuit  qu’en  égalant  Ces  deux  valeurs',  on -obtient 
une  équation  de  laquelle  on  tire,  après  l’avoir  divisée  par 
a’  + l, 


an ? -+-  2 mn  — àm? 


. ' 'm‘—  2 amn  — n*  . •*.  V •• 

' . ' 

Cette  expression  devient  fonction  du  point  incident  xy 
et  du  point  lumineux  XY  donné,  en  y mettant  pour  -a 

y Ÿ ' 

sa  valeur  ainsi  l’équation  du  rayon  réfléchi , est 
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. . ./  an*  4-adt»  — ami,-.  » r>>' 

J ire1  — : iamn  — 11 * v ' 

•#  * ’ « * ï •’  à*  I ' ^ | 

Or,  d’après  ce  qui  précède,  si  l’on  passe  de  ce  rayon  à 
celui  qui  en  est  infiniment  proche , ces  deux,  rayons  au- 
ront, à leur  point  d’inter9ection , les  mêmes  coordonnées 
x ,y,e t les  seules  quantités  qui  auront  varié  seront  x , y . 
Supposons  donc  qu’on  ait  mis  dans  («") , pour  x sa  valeur 
tirée  de  l’équation  (F),  et  qu’on  ait  éliminé  la  variable  y 
entre  l’équation  (a*)  et  sa  différentielle , on  aura  l’équation 
demandée  de  la  caustique  par  réilexion. 

Celles  des  caustiques  par  réfraction  s’obtiendraient  par 

les  mêmes  principes. 

‘ 

Osculation  des  courbes  à double  courbure. 

i85.  Nous  avons  déjà  dit,  au  n°  1 43 , qu’une  courbe  à 
double  courbure  appartient  à la  Géométrie  des  trois  dimen- 
sions, et  qu’elle  estdonuée,  dans  l’espace,  par  l’intersection 
de  deux  surfaces  courbes  connues,  sur  lesquelles  elle  se 
trouve  à la  fois.  Soient  donc 

y — f (*)  > - = F (*) 

les  équations  des  deux  projections  de  cette  courbe  (n°  i a3) 
sur  les  plans  coordonnés  xy , xz  ;-et  supposons  qu’une  autre 
courbe  soit  donnée  de  meme  par 

► / = *(*),  /=«î«(.0- 
Si  l’on  veut  qu’elles  aient  toutes  deux  un  point  commun  pour 
une  même  abscisse  x,  il  faudra  qu’en  faisant  xf  ~x , on  ail 
en  même  temps  y'  y et  z = z.  Or,  pour  un  point  répon- 

dant à l’abscisse  *4- A,  les  ordonnées  j',  z deviendront  res- 


pectivement 

•'*  r , , vt  ‘ • ':„#>*  • h*  <’  • 


dz  d?z  h 2 

dx  dx  * i . 2 

et  les  ordonnées  y , z se  changecont  en  y-  -f-  k’  ; z -f-  t ; 


a-M,=  s + — h+Z^^L-  + 
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de  sorte  que  si,  pour  abfégejf , on  fait  : . 

y = Ck4-*)  — et z = 04 -iy—(z'+n, 

, 4 + ♦* 

ia  distance  A entre  les  points  des  deux  eourbes , qtii  répon- 
dent  -à  la  même  abscisse  x 4-  h aura  pour  expression 

A = yïF+zt*. 

Ainsi , pour  une  troisième  courbe  ' 't  „ 

y-sx+u'ï;  *'=♦(*»)',  . ; 

la  distance  D entre  elle  et  la  première  courbe,  jrépondant  à 
P abscisse  x + h dont  il  s’agit,  serait  * 

• • ■*  * • . 

Dil/  Y>-4-  7f\  k*  ' 

* .•  * • . . * 

* « • ' 

Or , par  des  raisonnemens  semblables  à ceu*  du  n*  1 78,  où  ' * 
prouvera  que,  pour  un  contact  du  premier  ordre,  on  doit 
avoir  f i * ,*•■*  ~ ‘ » f 

• * y<  ~ dx’  dx'  ~dx'- 


parce  qu’alors  la  troisième  courbe,  pour  laquelle  ces  con- 
ditions ne  se  vérifieraient  pas  H ne  pourrait  passer  entre  les 
<leux  autres , puisque  l’on-  aurait  A < D.  \ . 

La  seconde,  courbe  formera  donc  avec  la  première,  un 
contact  du  second  ordre ,■  si  ..l’on  a , * •.  * 

/=  y,z'~±zy  *L  '■  . • V • 

9 . ds  ’ dx'-' ^ d*'  .* 

’ . . .y.  * * ' 'f.  • 

ét  amsi  de  «atfe.  . * v,  . 

< ■ . # ^ ' • * * . 

Ln  général,  soient  X, y , z lès  coordonnées  d’une  courbe 

proposée,  et  x'-, y , s!  celles  d’une  courbe  donnée,  pour  la- 
quelle on  demande  lés  conditions  du  contact  d’un  ordre 
déterminé  avec  la  courbe  proposée;  si  <p  {x',y  , z)=u'—o, 

* ( x >y  1 *'.)  = U'  = o sont  les  deux,  équations  de  la  courbe 
donnée  (n°  1 43  ) , on  aura,  pour  an  contact  du  premier 
ordre,  les  quatre  équations  *• 
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u£:o,  U = 0, 

du  = o,  dV'=Ar.  * 

u et  U étant  ce  que  deviennent  respectivement  » et  U' 
lorsqu’on  y cjiange  x y z en  xyz  ~ et  pour  un  contact  du  se- 
cond ordre,  on  aura,  de  plus,  les  deux  équations 

s i • ‘ . . , d‘u  = o,  * . i£*U  = o , - »,  ’ 

’*  . \ . , ■ * ' • * ’ , ;• 

et  ainsi  de  suite,  en  regardant,  dans  ces  équations  dîlrérén- 

lielles,  y et  z comme  fopctions  de  x.  On  satisfera  à ces  équa- 
tions par  le  moyen  des  constantes  arbitraires  qui  entreront 
dans  les  fonctions  données  u' et  U',  et  cela,  de  la  méiup 
manière  qu’au  n°  179. 

186.  11  résulte  4e  là  que  si  les  deu*  équations  de  la  tan- 
gente à «ne  courbe  à double  courbure  , $ônt*pi»  général 

. • ' y =Kx'  + B , • •.  AV  + B' , 

il  faudra  , en  vertu  des  relations  précédentes  , relatives  au 
point  de  contact,  y .écrire  x,y,sau  lieu  ae  x'  , y' , z , et 
l’on  en  tirera  v*  — ^ 

dy  * » -■4*.  • 

par  suite  1 , 

B = y**T*x> 


A', 


"W> 


dz 

b = * 


donc  les  équations  de  la  tangente  rapportée  aire  coordon- 
nées x' , y' , z , sont  * . 


' -y  = $ (*'  - *)»'  (1 


> 


z'  — z = ^ ; (3) 

ou  à cause  que 


4*6  l'UOPOSITJONS  * • ‘ 

ces  éonations  peuvent  être  écrites  ainsi  : 

y — / (x)  ==  y - x)  f (i),  *(.') 

*'  - y w ^ (*'  - *)  r co  ; (2') 

et  comme  elles  représentent  évidemment  celles  des  tangentes 
aux  courbes  planes  (n°  1 79)  qui  sont  des  projections  de  la 
courbe  proposée,  il  s’ensuit  que  le  problème  de  mener  une 
tàugcntc  à une  courbe  à double  courbure  consiste  à en  me- 
ner uuc  à chacune  des  deux  projections  de  cette  courbe;  et  • 
en  effet , ces  deux  dernières  seront  les  projections  de  la 
tangente  cherchée.  Cette  conséquence  est  une  nouvelle 
preuve  de  l’exactitude  du  procédé  employé  au  n°  171  , pour 
déterminer  le  rapport  entre  un  angle  et  sa  projection. 

La  position  du  plan  normal,  c’est  à-dire  du  plan  mené 
par  le  point  de  contact , perpendiculairement  à la  tangente, 
est  facileà  trouver  ; car , en  vertu  des  équations  précédentes , 
et  de  ce  qui  a été  dit  au  n°  124»  l’équation  différentielle  de 
ce  plan  est 

- x>  % + f-v'  - % + c*‘  - $>  = 

Les  équations  (1')  et  (a7)  ne  renferment  que  la  variable  xi 
si  donc  l’on  éliminait  cette  variable  entre  elles,  on  aurait  une 
relation  entre  x'  ,y' , z , indépendante  des  coordonnées  du  ‘ 
point  de  contact , et  qui  serait  évidemment  l’équation  de  la 
surface  formée  par  toutes  les  tangentes  à 1a  courbe  donnée  . 
dans  l’espace.  Il  suit 'de  là  que,  si  cette  courbe  était  plane  , 
la  surface  dont  il  s’agit  serait  un  plan;  mais,  dans  le  cas 
contraire,  cette  même  surface  serait  une  surface  développable 
dont  la  courbe  proposée  formerait  l’arcte  de  rebroussement. 

( Voyez  a ce  sujet  la  Géométrie  descriptive  de  Monge, 
ou  celle  de  M.  Lacroix.)  '¥**"•-  •* 

187.  C’est  par  les  mêmes  principes  que  l’on  détermine  le 
cercle  osculateur  d’une  courbe  à double  courbure  ; . voîci 
à cet  égard , comment  l’on  procède  de  la  manière'  ta  plu* 
simple.  - 
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En  ’consiilérànl*  le  cercle  cherché  comme  un  des  grands 
cefçlcs  de  la  sphère  ; . 

. U -V+  (/  -*»)’  +.<*-  >)* = , 

son  plan,  rapporté  aux  mêmes  coordonnées,  et  passant  par 
le  point  etfiy , a généralement  pour  équation  ' 

* (x'-*)  + M (r'-/3)  + N («'  _y)=e>r  * 

• • ' ’ . • * • - , « : 

et  si  Pon  change  ici  x'y'z  en  xyz,pour  exprimer  que  le  cercTe 

cherché  a un  point  Commun  avec  la  courbe  à double  cour- 
bure proposée,  on  aura , en  prenant  les  équations  différen- 
tielles du  premier  et  dn  second  ordre ,* 


(*  — «)*  • (rr  *)*  4-  (*  — y)*  = 3*, 

'(*-«)> f M <y—£)*+  N(»  Vy)  = o, 


« + 


jo**. 

tir* 


rf=l 


dx*  + d* 


r + 6-4+(-»)== 


d*S 


dx! 


M 


d’y 

dx» 


djf* 


De  ces  six  équations , les  quatre  premières  renferment 
seulement  les  conditions  nécessaires  pour  que  le  cercle  dont 
il  s’agit  forme  un  contact  du  premier  "ordre  avec  une  courbe 
à double  oourburc,  dont  x,  y,  z sont  les  coordonnées  et 
pour  laquelle  y~f  (*),  s = F (x)  ; mais  en  prenant  toutes 
ces  équations  , elles  fournissent  les  conditiqns  du  contact  du 
second  ordre;  et,  pour  lors,  le  cercle , qui  se  trouve  entière- 
ment déterminé  de  grandeur  et  de  position  est,  #ussi  bien 
què  son  plan , osculateur  de  la  courbe.  Spn  rayon , situé  dans 
le  plan  de  deux  élémens  consécutifs  de  cette  courbe,  est  le 
plus  court  de  tous*  Ie#rayons  de  éburbure  au  même  point, 
situés  hors  du  plan  dont  il  s’agit.  , 
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Dans  o» cas , si,- pour  abréger,  l’on  fait. 


dy  , dz  , 


dx  y ’ di e* 


d‘y  v_  V 

*»,  dx'~~ç  ’ 

.-7  * ■ V ’ 

’ t '<  ‘ 

R = */  [(N/  — MsO*  + '(N  -7')“  + (M  -p‘Y  ] , 

les  trois  premières  équations  précédentes  .donneront  ces 
Valeurs 


et 

% 


x— — Ci 


Qtp-W)ï 

:*-• — r . a s ’V  r •’ 

au  moyen  desquelles  la  cinquième  équation  fournira 

(1  -hp*  + Va)R: 

~ (T-7)  / -CM-  p)  q ■ 

Enfin  , la  quatrième  etla  sixième  équation  donneront 


\t  — g 
yp  — py 


N = — -t-t 


/ ir  _/_ff  > 

yp  — py.  > 


et , de  là  les  expressions  ci-dessus  se  changeront  en  .celles- 
ci  , après  lès  réductions , . ..  . 

\ _ __  (1  +P*+q'¥ > 

* — ""  v/Cp^+y"1  + (pY  — yp")a] 

: " " (i  -4-  p'!  +q'i)  ( p'p"  + yV)- 

'P'\+q"'+\Plq^q7P~r  f 

■ . c»  -i-p'  + g'1)  [p"-p'  (p'p"+qqD2  • 

* > + y-  + (pV-ypT 

..  (1  -bp'*  + y'*)  [y''— y (pV  + y'y")j 

y =?+  “ + (PŸ-yVT 

Ce  sont  ces  formules  mêmes  que  Monge  a obtenues  par 
une  autre  méthode.  ^ Poy.  sa  G-éom.  analyt.,  p-  366.) 

Leur  défaut  de  symétrie  tient  à ce  cjue  x a été  prise  pour 
variable  indépendante,  mais  en  faisant  varier  dx  et  posant, 
pour  abréger  , dx'  + dy a +dz*  = ds' , on  obtient , par 


exemple , 

m 

i 


D£  GÉOMÉTRIE- 

; t 

• • • * 

. ds 3 , 


43 1 


V/  ( dxcty — dyd‘xY^{dyd‘  z^izd’~yY+{dzd‘  x—dxd£ÿ-, 

• % 

expression  *jui  revient  à celle-ci  : 

v„i 

**  . « • 


\ 


ds2 


V ( **)*  4-  «v)‘  4-  ’ *•  • 

• ' * • 1'  1 

comme  l’a  fait  voir  M.  Lacroix , et  qui  est  celle  du  rayon 
de  courbure  absolu.  Au»surplus , voici,  d’après  la  Corres- 
pondance sur  V Ecole  Polytechnique > tome  III  » p.  36 , 
comment  on  trouve  cette  expression  par  la  méthode  de 
Leibnitz. 

Soient  a,  b , c les  cosinus  des  angles  qu’un  élément  de 
la  courbe  au  point  xyz  , fait  avec  les  axes  rectangles  des 
coordonnées  ; a -h  de/,  b -f -Jb,  c de  seront  les  cosinus 


(n°  131)  ces  relations 

cos  p a(rz-f-db)  db ) -f-  c[c  -\-dc) , 

<**  + 6*4- c*  = i, 

• (fl  4-  dqY  4-  (6  4-  db)2  4-  (c  4-  de)2  = 1 ; 

* , » . 

les  deux  dernières  donnent 

-r-  2 (aela  4"  bdb  4-  ede)  = da2  4"  db * 4"  de2 , 

et  de  la  première  on  tire,  eu  réduisant  et  négligeant  les 
infiniment  petits  du  4*  ordre  , 

sin"  p = — l[ada  4-  l>db  4-  ede)  k-  [ada  4-  bdb  4-  ede )* 

= du2  + db2  4-  de2. 

Or,  l'élément  ds  de  la  coprbe  ayant  p pour  amplitude  et 
i'  pour  rayôn  , on  a nécessairement  -,  de  plus  , à 
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p rnuruoiwwnt 

cause  de  a = ^ , b~%>  c.==.^  » et  de  l’exlréme  pc- 

• i ^ # , . t./ 

titesse  de  <p  , on  a,  comme  il  est  dit  ci-dessus , 

à • • * *k  . r.  • i • • / * « 


IÆ  courbe  des  centres  de  tous  les  cercles  osculateurs  n’cst 
pas  une  développée , comme  dans  les  courbes  planes.  II  y ^ 
aurait  encore  bien  des  choses  importantes  à dire  sur  le  sujet  f 
actuel;  mais  pour  ne  pas  sortir  des  bornes  d’un  ouvrage 
élémentaire,  nous  renverrons  au  Cale,  diffèrent,  et  mtègr.  ^ 
de  M.  Lacroix  , tom.  I. 


V'V. 


„ Osculation  des  sûkfdbes  courbes. 

i « * ‘ w ^ J ^ ^ 

188.  Une  surface  étant  donnée  par  une  seule  équation 
entre  trois  variables,  une  d’elles  est  fonction  des- deux 
autres , et  celles-ci  sont  indépendantes  entre  elles.  Ainsi , 

t ' **  • * * 

en  représentant  par 


lès  symboles  des  équations  de  deux  surfaces,  qui  paient  par 
le  même  point,  on  aura  en  changeant  * en  x + h,  et  y 
en  y + h.  • . . ... 

;?  + i=;*-+  -(a)*+(  . ••  • 

■ v 

* • • * . àf  -■ 


et 


+. 


,+  f=,+  (£>+(£•>•  • •: 
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séries  que  nous  représenterons  plus  simplement  par 


433. 


et 


2 4*  l — * + ph  4*  7*1 

4- ï (fh*  + ishk  4-  tP) 

. • • • « • • s*  ••••  k 


V-f-  ^=V+  PA  + qa,  * • 

4-ï  (RA*  + 2SAA+TP) 

«■  , , 

et  dans  lesquëlles  nous  supposerons  qu’aucun  ternie  m’est 
infini.  Or,  au  point  commun,  on  ax'f=  x,y'=.y , z'=  z j 
et  la  distance  des  deux  surfaces,  mesurée  sur  l’ordonnée  qui  . 
répond  àï  + h,  et<y4-A>est  r 

*■  a ~ (P  — p)A  4-  (Q — q)t 

4-  î [(R  — r)A»  + 2 (S — s) kir  4-  (T—  /)**] 

Il  faut  donc,  d’après  ce  qui  précîde,  que^our  un  contact 
du  premier  ordre , on  ait  P — p = o,  Q — q = o,  ou,  ce  qui 
est  de  même , 

fds\  /di\  /dz’\  fdz' 

■* 

car  une  troisième  surface  qui  ne  remplirait  pas  ces  condi- 
tions, ne  pourrait  passer  entre  les  deux  autres  , du  moins 
tant  que  les  termes  du  premier  ordre  seront  plus  grands 
que  ceux  des  ordres  supérieurs  ; et  c’est  ce  qui  arrivera  en 
prenant  A et  A assez  petits  pour  cela. 

Quant  au  contact  du  second  ordre  t il  aura  lieu  si  l’on  a de 
plusR  — r=o,  S — s=o,  T — t~o\  et  ainsi  de  suite 
pour  les  contacts  des  ordres  plus  élevés.  , 

Afin  de  noüs  arrêter  au  cas  particulier  que  nous  avons  déjà 
traité  par  une  autre  voie , nous  supposerons  que  la  sur- 
«face  touchante  est  un  plan  ; alors  l’équation  a'  = F (x’,y) 
prendra  cette  forme, 

*Y:=  Ajc'4-B/+D; 

' 28 


✓=*  '=  «,  ($>) = (2)  ■ ' ($>) = (£)  i 
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et,  à cause  des  équations  de  Condition  précédentes,  on  aura  , 
au  point  de  contact , :v 

* = A*  By  + D ; 

puis,  en  différenciant  successivement  par  rapport  à xety , 
on  trouvera  » .• 

■ * <£>-*•  <*)-*>■..  ■ 
**  ' • ‘ ' /dz\  /*V  , 

l’équation  du  plan  tangent  à une  surface  courbe  quelconque 


est  donc 


= p{xf  — x)  + gr(y — 

«B  ’ « ~ , 

x,  y,  z étant  les  coordonnées  du  point  de  contact , et p,  q 
des  coefficiens  aux  diffSrentietles  partielles. 

Maintenant,  il  est  très  aisé  de  déterminer  les  équations 
de  la  normale  à la  surface  proposée,  c’est-à-dire  de  la 
perpendiculaire  au  plan  tangent:  en  effet,  il  resuite  du 
n°  ix4»  qu’elles  sont 

*'_*  + p{z'  — *)  = O , /—  y + ?(*'-*)  = (N) 

189.  Appliquons  d’abord  cette  théorie  à la  recherche  du 
plan  tangent  aux  deux  cônes  droits 

(1)  («*  + by  + «)•=  (*M-y‘+**)  <*»’ 

et  siû*  r’  — (*1+,y1)  c°s*  T°  > 
traités  au  n°  i45,  De  la  seconde  équation  l’on  tire 

£ = *cotfV,  ÿ=^co^/;'  . 

dx  x ’ dy  * • . 

substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  générale  du  plan 

tangent , savoir  : . - 
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ët  réduisant,  îl  rient  * 

(à)  zz'  sin*  r — (xx  -f-  yy'  ) cos’ 

z',  y',  «'  étant  les.  coordonnées  courantes  et  x ,y,  z désignant 
les  coordonnées  du  point  de  contact. 

L’équation  du  plan  tangent  au  cône  (1)  se  trouve  par 
un  calcul  semblable,  et  est,  toute  réduction  faite, 

(4)  (**'4 -yy-V**)  cos’r  = ( ax  +bÿ +cz)(ax+by+cz). 

Pour  avoir  facilement  celle  qui  convient  à la  fbis  aux 
deux  cônes  proposés,  l’on  remarquera  que  la  perpendi- 
culaire abaissée  sur  le  plan  tangent  (3) , du  centre  de  la 
base  du  cône  r , dont  les  coordonnées  rectangles  sont  a , h,  c, 
a pour  expression  sin  r;  ainsi,  en  vertu  du  n®  124# 
l’on  a • 

. — (ax  -f-  by.)  cos’r"-f-  cz  sin’  r" 

\/  ( x*+y%  ) ços4  t -f-  z*  sin4  r" 


ou  plus  simplement,  à cause  de  la  relation  (2), 

• - I - g» 

z sin  r" 


■Î-V 
• v • 


* — (ax  + by)  cos’  r*  4-  cz  sin*  r“ 

sin  r = — - : 7, 


et  enfin,  comme  au  n®  i53, 

(ax  + by)  cos*  r*  = z(c  sin*  r*  — fin  r sin  r"). 

Passons  maintenant  à la  solution  du  problème  suivant, 
que  nous  avons  déjà  résolu  en  deux  dimensions. 

* V , « • 

Etant  données  dans  l’espace  la  position  dJun  point  lumi- 
neux et  la  direction  cl un  des  rayons  qui  en  émanent , et 
qui  viennent  frapper  une  surface  connue  , déterminer,  l’équa- 
tion du  rayon  réfléchi. 

Non-seulement  comme  nous  l’avons  déjà  «fit , l’angle  d’iu- 
cidence  est  toujours  égal  à l’angle  de  réflexion  ; mais  l’ex- 

28.. 
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^36  moposiTioNs  • 

périence  prouve^  en  outre,  que  ces  deux  angles  sont  dans 


le  plan  qui  passe  par  la  normale  au  point  d incidence. 

Cela  posé,  soient  X,  Y,  Z les  coordonnées  reqtangles  du 
point  lumineux;  les  équations  des  projections  d’un  rayon  de 
lumière  seront  , • 

x — X = M (s — Z),  y — Y=>N(s  — Z); 
mais  pour  rpndre  les  calculs  plus  symétriques,  nous  donne- 
rons à ces  équations , la  formé  suivante  : 
a (z  — Z ) =c  (*  — X),  5C*  -NZJ|.=  c(y  — Y);  («) 

et  comme  la  surface' réfléchissante  est  connue,  nous  repré- 
senterons son  équation  par 

F (*',/,  *')—*>  mdx  +ndy' + rdz' = o.  (F) 
Or,  le  rayon  incident  dont  il  s’agit,  étant  réfléchi  suivant 
une  droite  partant  du  point  xyz'  de  cette  surface,  ses. 
équations  seront , en  général, 

aXz—z)  = c\x  — x'),  b\ s — *z  ) = c(y  y )•  («') 
Les  deux  lignes  (a),  (a')  formant  des  angles  égaux  avec 
la  normale  à la  surface,  le  cosinus  de  f angle  d’incidence 
sera  égal  au  cosinus  de  l’ angle  de  réflexion  ; ainsi , en  vertu 
du  n°  120,  cette  condition  sera  exprimée  pafl’équatiou 
arn  -f-  bn  cr »'tn  -| - b n-\-  c r „ \ 


11  reste.à  écrire. analytiquement  que  le  rayon  incident  (a)  , 
le  rayon,  réfléchi  (a’)  et  la  normale,  sont  dans  un  meme 
plan.  Pour  cet  effet , soit 

A(x  — *')  -f-  B (,y  — y')  + C (« — z )==°> 
l’équation  de  ce  plan  ; celles  des  projections  de  la  normale 
seront,  à cause  de  l’équation  différentielle  (F)  de  la  sur- 
face réfléchissante, 

m(z  — z')  = r (*  — x),  n(z—s)~r{y—ÿ)\  (N) 


(a1  + b1  + («  * + + c'Y 


et  la  condition  du  n° 

parallèle  à. un  plan,  fournira  ces  deux  équations, 
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4 * _ A u -f-  Bb  *1"  Ce  = o , 

Aw-f*  Bn  **f-  C r — o. 

» Si  donc  l’on  fait  usage  des  valeurs  de  A et  B,  déduites  de 
ces  dernières  équations , l’on  aura , pour  équation  du  plan 
passant  par  la  normale  et  le  rayon  incident, 

à 

X.cn — br){x — x')-{-(ar — cm)(v—/ÏA:  ( bm  -a#)(i-î')=o  ; 

et  si  l’on  met  ici,  pour  * — x ety^y,  leurs  valeurs  four- 
nies par  les  équations  (a'),  la  conditic*  cherchée  sera 

— br)  -f-  b\ar  — cm ) -f-  c{bm  — an)  = o ; (c) 

alors  des  équations  (6) , (c) , l’on  tirera 

a mr{a'-\-b'-\-c')+{cn — br){bm — nn)±(ai — *rm)(am-f-£>ra+cr) 

7 WKH  en — br)' — ( ar—cm ) ’ 

l> nr(a'-f-b'-t-c')-f-(ar — cm)(Jim — an)dz(br — en)  (artv-\-bn-\-cr) 

c r*{a'-\-b'- l-c-3) — {en — br)' — {ar^—cm)' 

c’est-à-dire , à cause  du  double  signe, 
a U b 


a_ a 

c ' c ’ c 


ou 


a l{arn  -\-bn-)-cr)m — a{m*-\-n*  -f-  r*) 

c z{am  -f -bn-\-cr)r  — ■+■  n*  -f-  r*)* 

y_ .2{am  -\-bn-+- cr)n  — b{m'  -f-  n?  -f-  r*) 

c'  a {am  -^~bn-^-cr)r  — c(  ru"  +»*-+-  r*  ) t ■ 

a'  y 

Dans  le  premier  cas,  les  valeurs  de  — et -r  se  rapportent 

au  rayon  incident;  et,  dans  le  second  cas,  elles  appartien- 
nent au  rayon  réfléchi.  La  position  de  ce  dernier  sera 
donc  connue  si  celle  du  rayon  incident  est  donnée  ; et 
pour  qu’elle  ne  dépende  que  des  coordonnées  x',  y',  z et 
X,Y,Z,  H n’y  aura  qu’à  mettre,  dans  les  formules  (c/),  au  lieu 

de?, leurs  **,„  respects  <-=£  . <-=* 
ce  • J6  — Zi  Z £* 
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Supposons  à présent  que  tous  les  rayons  incidens  soient 
parallèles  à l’axe  d’un  paraboloïde  de  révolution  de  l’équa- 
tion •*  k • - - • - 

z'>+/>=ux’, 

* * ' * t ■'/ 

u étant  le  paramètre;  et  cherchons,  en  vertu  de  cette  hy- 
pothèse , les  équations  d^r  ayons  réfléchis.  Dans  cette  cir- 
constance, on  aura  évitmmment  a = co,  et  pour  Iprs  les 
formules  (d)  se  réd  «iront  à . . 


7/ 


■(»“  + t3)  b ’ n 

2 mr%  ’ 7 r ’ 

les  équations  (q')  prendront  donc?  cette  forme 

^ * y 

jr  _ 2/7ir  f ^ 

(x  — x ), 


m*  — (»*  + r*) 
z — (y  —./)■  • • 


r 

7» 


(a")  . 


> 

En  second  lieu , l’équation  différentielle  du  paraboloïde 
étiapt-  ‘ 

é-  'V  * , . « . r.* 

rîx’  — ttydy  — ■»,  izdz  — o , ’ . 

on  en  tire 

m = a,  n = — 2_y',  r = — > 2z' ; 

et  si  , dans  (a") , on  fait  z = o , pour  trouver,  sur  le  plan 
des  xy , les  coordonnées  du  point  où  les  rayons  réfléchis  ren- 
contrent ce  plan,  on  aura 


x — 


V 


y — °i 


c’est-à-dire  que,  si  la  surface  concave  d’un  paraboloïde  de 
révolution  est  frappée  par  des  rayons  parallèles  à son  axe, 
tous  les  rayons  réfléchis  se  réuniront  au  foyer.  (N°  162. 

L.  C.) 

tes  formules  ci-dessus  mettraient  au^jj  en  évidence  cette 
propriété,  que  si,  dans  un  ellipsoïde  de  révolution  les  rayons 
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incidtns  partent  d’un  foyer,  tous  Us  rayons  réfléchis  se  réu- 
niront à Vautre  foyer. 

Un  des  plus  beaux  Mémoires  qui  aient  été  publiés  sur  la 
■Géométrie  analytique  appliquée  à l’Optique,  est  celui  de 
Malus,  à qui  l’on  doit  des  découvertes  très  importantes 
sur  la  lumière.  Ce  Mémoire,  dont  ce  qui  précède  est  extrait 
en  partie,  se  trouve  dans  le  «4*  cahier  du  Journal  de 
l’Ecole  Polytechnique. 

igo.  Pour  appliquer  encore  la  doctrine  actuelle  à la 
recherche  des  contacts , déterminons  les  coordonnées 
* , 0,  y du  centre  de  la  sphère  touchante , dont  le  rayon 
est  J',  et  qui  est  supposé  former  un  contact  simple.  Son 
équation  étant  < . 

on  aura  , en  changeant  respectivement  x , y' , % en  x ,y,z , 
et  en  différenciant  successivement  par  rapport  à x et  y , 

(*  - *)*  + (y  - r)‘  = **,  (1)  ..  , 


(£)=r=-~.^( |)=*=-Î5P>> 

* • 
Voilà  donc  trois  équation^  entre  x — a.,  y — fi , z — y ; 
ainsi  ' , 

*P 


«=x  + 


$=y+ 


y~  % — 


»/«+/?’  + q 

*1  - 

l/t  +p* 

J 


Ÿi  + p'+q' 

Dans  ces  valeurs , le  rayon  de  la  sphère  tangente  est  arbi- 
traire ; et  si  on  l'élimine  des  deux  premières,  on  ttira  ces  deux 
équations  : • * 

* “ * +P(v  ~ x)  =0 , ê—y  + — s)  = o , 
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qui  sont  les  mêmes  que  celles  de  la  normale  à la  surface 
i proposée.  Concluons  de  là  que  les  sphères  touchantes  ont  tou- 
tes leur  «entre  sur  la  normale  menée  par  le  point  de  contact. 

Les  équations  (i),  (2),  (3)  faisant  seulement  connaître 
trois  des  constantes  0 , y , £ , il  serait  nécessaire , pour 
• que  la  sphère  proposée  devînt  osculatrice,  que  le  troisième 
terme  de  la  valeur  de  A (n°  188)  fût  nul , auquel  cas  ou  au- 
rait Il  — r — o , S — s ==  o , T — r = o , ou 

/d3z'\ /d1z\  / d‘z  \ / d'z  \ /daz'\ / duz\ 

V-v'3/"- \dx*)’  \dxdy)  \ dxdy  )’  \cfy'*)~\dy')  ‘ 

mais  parce  qu’il  ne  reste  qu’une  constante  arbitraire  à dé- 
terminer , on  ne  pourra  satisfaire  en  particulier  S ces  trois 
dernières  équations;  il  est  donc  impossible  de  trouver,  en 
général , une  sphère  osculatrice  d’une  surface  , comme  on 
trouve  le  cercle  osculateur  d’une  courbe.  Cependant , si , 
au  lieu  d’égaler  séparément  à zéro  les  termes  du  second 
ordre,  comme  nous  venons  de  le  faire , on  suppose  au 
contraire  que  leur  ensemble  est  nul,  on  aura  cette  seule 
éotidppn  . ■'  . 

(R  — r)  h?  + 2 (S  — «)  /»Vh(  T — *)  *3  = o , 
ou 

(R-r)  +2(S-a)J+(T-0f!=o; 

. laquelle , à cause  de  ■*' 

»=(£).  = -Æ 


I + P1 

f 

1 + Q* 


\dy%/  z — y 

deviendra , o»  y changeant  d’ailleurs  P en  p , *t  Q en  q -, 

&CiS+0-*4C-V')4££+ ■ 


Digitized  by  Google 


d’où  l’on  tire 


D£  oÉoarèrBiE. 


= M.  (4) 


44* 


dy  dy * 

r+Jfi+  *-£ 


Mais  par  ce  qu’on  a trouvé  précédemment  ; 

y — z . il  s’ensuit  que  le  rayon 

V . I 4-  />*  4-  î*  ; 

. $=  + (5) 

Dans  cette  circonstance , cette  valeur  de  ï est  celle  du 
rayon  de  la'  sphère  osculatrica^’u/ie  section  quelconque 
faite  dans  la  surface  proposée  suivant  la  normale  a cette 
siyfaCe , et’ dont  la  projection  de  la  direction,  sur  le  plan 

xy , est  déterminée  par  le  rapport  Or , la  valeur  de  ce 

rapport  étant  arbitraire , on  peut  chercher  celle  qui  rend 
le  rayo%  de  courbure  J'  un  maximum  ou  un  minimum. 
Pour  cet  effet,  il  n’y  a qu’à  égaler  à zéro  le  coeBjcient  différen- 

...  U j»  > j-  r •**  4 dS'  

tid  de  ir,cest-a  dire  faire  = o,  ou- 


<i)~’  <t) 


puisque  dans  l’expression  de<P,  le  facteur  l/i  -f-  p%  -4-  q*  ne 

dy  . . 

renferme  point  la  quantité  Mais  l’équation  (4)  pouvant 
être  écrite  ainsi  : * 

+ * 4-  p*  + ïp4  ( i +î*)^r  = ° > (6) 

• • ^ dy  * • 

on  trouvera  en  la  différenciant  par  rapport  à ~ , et  en  f«- 
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dM 


<£) 


= O 


une  équation  de  laquelle  on  tirera 


M = — 


Pî.+  C1  +?)  % 


s 4- 


t± 

ax 


et 

ar 


pq  + Ms 
i + ya-f-Mf' 


Or , en  vertu  dé  cette  seconde  valeur , l'équation  (6) 
deviendra , apr.ès  avoir  ôté  le  facteur  commun  qui  naîtra  de 
cette  substitution  , . ‘ • 

M*  (rt  — s')  4"M[(l+/31)r — ■ipqg-^  (i  -j-p*)  t]  1 
.#->+/>’ 4-**  . 

Si  l’on  met  en  outre , dans  la  même  équation  (6) , au 
lieu  de  M sa  valeur  précédente , on  trouvera , après  avdir 

ordonné ...  • . 

' % 

^rC  ( 1 4-?1)  s—pqt]  4-^Ç(  1 4-?*)  > 


W)*]  î _ 


— (14-/>!‘>4pgr 
dy 


o.(8) 


Concluons  de  là  que  puisque  —,  qui  exprime  la  tangente 

trigonomètrique  de  l’angle  formé  par  l’axe  des  * et  la  tan- 
gente à la  courbe  de  projection  de  la  section  faite  dans 
la  sphère,  est  donnée par  une  équation  du  second  degré,  il 
y a toujours  deux  directions  différentes  suivant  lesquelles  se 
fait  l’osculation , l’une  qui  répond  à une  ligne  de  plus  grande 
courbure  , et  l’autre  à une  ligne  de  moindre  courbure.  Mais 
la  position  du  plan  desry  étant  arbitraire,  on  peut  la  prendre 
telle , que  l’équation  (8)  des  lignes  de  courbure  se  simplifie 
de  manière  à laisser  découvrir  aisément  la  relation  qu’ont 

dy  ’ 

entre  elles  les  deux  valeurs  de  Par  exemple , en  faisant 

coïncider  ce  plan  avec  celui  qui  touche  la  surface , et  en 
plaçant  l’origine  des  axes  rectangles  au  point  de  contact. 


Digitized  by  Google 


de  c,f.om£trie.  443 

on  a nécessairement  x = o,y  z=  o , s = o,et/>  = o ,q  ==  o ; 
puisqu’ alors  la  normale  donnée  par  les  formuIes(M)  du  n°  1 88 
se  confond  avec  l’axe  des  2.  Cette  hypothèse  réduit,  en  cflct , 
^équation  (8)  à • 


(9) 


dans  la  même  circonstance,  on  a,  «— o,  /3  — o,  et 


y — 


. + ^1 
T <**.* 


rfy*  ' 

:+”e+,£ 


!■=—. 


dy 

Or , si  l’on  représente  par  m et  m' les  deux  valeurs  de 

que  fournit  l’équation  (9),  le  dernier  terme  sera,  comme 
on  jait,  égal  au  produit  de  ces  deux  valeurs  ; ainsi  donc 

mm  -f-  1 = o. 

Donc,  les  projections  des  deux  directions  cherchées  sont , 
sur  le  plan  des  xy , perpendiculaires  enfre  elles;  donc,  les 
lignes  de  plus  grande  et  de  moindre  courbure  d’une  surface 
quelconque  sont  à angles  droits. 

Maintenant , si  l’on  prend  pour  axe  des  x l’une  des  direc- 
tions dont  il  s’agit,  on  aura  m = o;  et  pour  l’autre  direc- 
tion qui  représentera  J’axe  des  y , la  valeur  de  m!  sera  in- 
finie. Dans  ce  cas  s = o , comme  cela  est  manifeste 
d’après  l’équation  (9),  qui  peut  être  écrite  de  ces  deux 
manières: 

• *•  -.  , ’ t - 

— t)  — * = o, 
r — t s 

s ^ ; = 0.  ■ 

m m% 

Il  résulte  delà  que,  pour  une  section  faisant  un  angle 
quelconque  V avec  le  plan  des  xz , on  aurai  à cause  de 
tang  V=  m et  de  s = o,  • 


I 

•1 
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4*4 


— 1 -4-tanga  V _ 
y~r  + t tang*V  — ’ 


. ,T  sin*  V , ' 

mais,  tang‘V  = , donc 

° cps*  V ’ 

ï=  — 


r cos*  V 1 sin*  V ’ 

Pour  faire  dépendre  explicitement  ce  résultat,  du  plus  grand 
et  du  plus  petit  rayon  de  courbure , soient  f'  le  premier  et 
f”  le  secorid ; pour  lors  la  formule  (7),  dans  laquelle  il  fau- 
dra faire  p — q — s — o , donnera 

M_-(r+0±(>-r> 


2 rt 


et  l’équation  (5)‘  fournira 


f — — et  f — — -, 
la  valeur  ci-dessus  de  J deviendra  donc 

-,  ru 

y- JJ 

" ~f"«os*  V-+-f' sin3  V* 

Èn  exposant  la  Théorie  analytique  .du  Sphéroïde  ter- 
restre dans  notre  Traité  de  Géodésie j tome  I,  p.  287,  nous 
sommes  parvenu , par  une  autre  voie , à cette  expression 
du  rayon  de  courbure;  mais  la  méthode  de  calcul  précé- 
dente a toute  la  généralité  désirable.  * 

Nous  observerons  encore  que  l’équation  (8)  se  présente 
souvent  sous  une  forme  très  simple , qu’il  est  très  utile 
de  connaître.  En  effet,  puisque  la  différentielle  com- 
plète de  z est  dz  — (^^dx-\-ii^dy—pdx  + qdy  , et 

que  l’on  a de  même  dp  c=  rdx  *+-  Jy  , dq  = sdx+ldy  ,• 
les  valeurs  çle  r et  de  t,  prises  dans  ces  formules , et  intro- 
duites dans  l’équation  (8) , feront  disparaître  s ; de  sorte 
que  l’on  aura 
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dp(dy  ■+•  qdÿ  = dq(dx  -f-  ptfz).  (ff) 

ê'oye*,  pour  le  complément  de  cette*théorie , le  Traité 
de  Cale,  différent,  de  M.  Lacroix,  tom.  I , et  V Applicat.  de 
f Anal,  à la  Giom.  de  Monge,  p.  108.  m 

191.  Afin  de  généraliser  le  procédé  du  n°  181,  cher- 
chons l’équation  de  la  surface  qui  enveloppe  à la  fois  une 
infinité  d’autres  surfaces  ; et , dans  cette  vue , supposons  , 
pour  plus  de  simplicité,  qu’il  s’agisse  de  trouver  V enveloppe 
d’une  suite  de  sphères  décrites  du  même  rayon,  et  .dont  les 
centres  sont  situés  sur  une  courbe  tracée  dans  le  plan  xj. 

Si  et,  fi  (prit  les  coordonnées  des  points  de  cette  courbe, 
on  aura,  pour  son  équation, 

et  celle  de  la  surface  de  toutes  les  sphères  que  l’on  consi- 
dère, sera 

(*  — « y — f[*  ] )*  + :**  = r1 , 

• • Je 

r dénotant  le  rayon. 

Cela  pou*,  si  <#  varie  d'une  quantité  infiniment  petite  de , ( 
la  nouvelle  abscisse  «t -f-  dot- sera  celle  du  centre  de  la  sphère 
qui, par  sa  position , différera  infiniment  pen  de  la  première; 
alors  ces  deux  sphères  se  couperont  suivant  un  cercle  qui 
appartiendra  en  même  temps  à f enveloppe  cherchée,  et 
dont  les  coordonnées  de  ses  points  né  varimmnt  pas  en  pas- 
sant de  la  première  à*  la  seconde  sphère.  lRic,  si  l’on  dif- 
férencie l’équation,  précédente  par  rapport  à et  seulement, 
celle  que  l’on  obtiendra  appartiendra  à la  courbe  de  contact 
dont  il  s’agit  Les  deux  équations  de  cette  courbe  seront 
donc 

( , — . y + (y  —/ci  ] r + **  «a  »-  » 

'et  ■» 

(*—«>  + (y -/M.)  ^-=°- 

Soit,  en  général,  U = o l’équation  des  surfaces  enve- 
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loppées , a-  étant  une  constante  ou  un  paramètre  qui  con- 
court à leur  génération  j les  équipions  delà  courbe  de  contact 
de  l’enteloppe  avec  les  deux  enveloppées  'consécutives 
seront  ' . 


U = o,  (A) 


donc , si  on  élimine  entre  elles  le  paramètre  a qui  parti- 
cularise la  courbe  de cdhtact, l’équation  résultante  enx,y,*, 
et  en  constantes  indépendantes  de  <*,  sera  celle  de  fenve- 
Ibppe  elle-même.  ’ 

Monge  a dbnné  à la  courbe  de  contact,  dont  les  équations 
sont  (A)  et  (B) , le  nom  de  caractéristique  de  l’enveloppe 
ou  de  la  surface  limite  , parce  qu’elle  imprime  à cette  sur- 
face un  caractère  indépendant  de  la  nature  de  la  courbe 
qui  fixe  la  loi  de  succession  de  toutes  les  sur- 
faces enveloppées.  Par  exemple,  quelle  que  soit  la  courbe 
des  centres  de  toutes  les  sphères  considérées  ci-desSus,  les 
caractéristiques  n’en  seront  pas  moins  des  cercles. 

il  suit  de  là  qu’en  passant  de  la  seconde  à la  troisième 
enveloppe,  pour  obtenir  une  nouvelle  caractéristique,  a. 
doit,  dans  les  équations  (A)  et  (B),  varier  d’une  quantité 
infiniment  petite  du  : cette  seconde  caractéristique  sera  donc 
donnée  par  . a } 


Or,  celles-ci  coupant  en  général  la  première,  il  en  résulte 
que , pour  chacun  des  points  d’intersection  de  ces  deux 
courbes, 


Digitized  by  Google 


* 


DE  GÉOMÉTRIE.  44? 

Tant  que  l’on  attribuera  au  paramètre  a.  une  valeur 
particulière,  ces  trois  équations  ne  donneront  que  les  coor- 
données des  points  communs  aux  deux  caractéristiques 
consécutives  qui  résultent  de  cette  valeur;  mais  en  élimi- 
nant a.  entre  (A),  (B),  (C),  on  aura  en  x,y,  z deux  équations 
qui  appartiendront  à la  courbe  formée  par  le  système  des 
points  d’intersection  que  l’on  considère,  et  qui  sera  touchée 
par  toutes  les  caractéristiques,  de  même  que  l’enveloppe 
est  touchée  par  toutes  les  enveloppées  : cette  courbe  est 
\ arête  de  rebroussement  de  l’enveloppe,  parce  qu’elle  la  sé- 
pare en  deu^nappes  distinctes.  ^ • 

S’il  arrivait  que  trois  caractéristiques  consécutives  se  ren- 
contrassent, ou  que  deux  caractéristiques  vinssent  à coïnci- 
der, les  quatre  équations  , 

TT  A/U  \ A/*U\  a/TA 

u=°-  (*)=•>■  (2?)=°'  U0=°-  . 

.auraient  nécessairement  lieu  à la  fois;  or,  en  élimftnt 
entre  elles  x,y,z , on  obtiendra  une  équation  unique,  qui 
ne  renfermera  plus  que  et  à l’aide  de  laquelle  on  pourra 
trouver  le  point  de  l’arête  de  rebroussement  commun  à trois 
caractéristiques  consécutives.  Cette  théorie  est  traitée  à fond 
dans  l’ouvrage  cité,  de  Monge:  nous  nous  contentons  d’en 
donner  ici  une  idée. 

192.  Résolvons  actuellement  le  problème  suivant,  à cause 
de  son  analogie  avec  ce  qui  précède  : Déterminer  tous  les 
plans  qui  retranchent  d'un  angle  trièdre  une  pyramide 
équivalente  à un  volume  V donné. 

Nous  imiterons  la  solution  du  cas  particulier  traité  au 
n°  177,  et,  à cet  effet,  nous  prendrons,  pour  équation 
générale  des  plans  cherchés, 

A*  + By  + Car=f;  *»>  (0 

les  intersections  des  trois  plans  qui  forment  l’angle  trièdre 
étant  prises  pour  les  axes  des  coordonnées.  L’un  de  ces  plans 
cherchés  coupera  ces  axes  en  des  points  dont,  les  distances 
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à l’origine  seront 

x~a’  y~b 

et,  par  la  théorie  du  n°  173,  le  volume  donné  aura  pour 
expression 

v~6Tbc'  d’°“  a~ dscfv’ 

L’équation  (i)  se  change  donc  en  celle-ci  : 

f3R*  + 6B»CVr4-6BO‘V«=B6BCVf.  (2) 

En* la  différenciant,  par  rapport  à B et  à C seulement,  la 
position  consécutive  à celle  qui  résulte  de  cette  équation 
sera  donnée  par 

(2By-4-Cz  — f)  + (aCa+  B y — 7)^-  = Oj(3) 

*ouJKe  qui  est  la  même  chose , ces  deux  dernières  équations 
se^t  celles  de  la  commune  section  de  deux  plans  couse-’ 
cutifs.  La  position  de  cette  droite  dépendant  de  la  valeur . 
dC 

du  rapport  — , et  ce  rapport  variant  nécessairement  lorsque 
la  situation  du  plan  (1)  change,  il  s’ensuit  qu’en  différen- 

• dC 

ciant  l’équation  (3)  dans  l’hypothèse  que  est  la  seule 
variable , on  aura  ces  deux  autres  équations , 

aBy  + C*~p,  sCz  + By  ( , (4) 

qui  donneront  la  position  d’une  autre  droite  dont  le  point 
d’intersection  avec  la  première  sera  sur  une  certaine  surface 
courbe  qu’il  s’agit  dé  déterminer. 

Or,  en  vertu  des  équations  (4),  on  a 

v c — — fc— JL. 

C_3s,  "-3 y> 

et  si  l’on  introduit  ces  valçurs  dans  l’équation  (2) , la  surface 
courbe  cherchée,  qui  sera  touchée  par  tous  les  plans  (1), 
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en  un  point  x,  y,  s,  aura  pour  équation 


aV 


Cette  surface  sera  donc  hyperholoïdique. 

Nous  pourrions,  comme  au  n°  i83,  nous  proposer  de  dé- 
terminer la  position  de  la  normale  passant  par  l’origine  des 
coordonnées,  mais  nous  laisserons  au  lecteur  le  plaisir 
d’effectuer  lui-même  les  calculs  relatifs  à cette  solution.  Nous 
observerons  seulement  qu’il  faudrait  pour  cela  employer 
quelques-unes  des  formules  du  n°  128,  et  avoir  égard  à ce 
que 

xyz'  +yzx'  •+■  xzy'  = 3 xys 

est,  n°  188,  l’équation  du  plan  tangent  à l’hyperboloïde 
cubique  que  l’on  vient  d’obtenir.  Alors  ce  plan , qui  serait 
perpendiculaire  à la  normale  dont  il  s’agit,  retrancherait 
de  l’angle  trièdre  donné  une  pyramide  dont  la  base  serait 
un  minimum.  C’est  ce  que  M.  Français  a reconnu  le  pre- 
mier, n°  todela  Correepaudanc*  nu  l’ École  Polytechnique. 
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CHAPJTRE  II. 

Recherche  des  équations  de  différentes  surfaces , 
d'après  la  considération  du  plan  tangent. 


Des  surfaces  cylindriques. 

193.  Quelle  que  soit  la  position  du  plan  tangent  a une 
surface  cylindrique,  ce  plan  sera  toujours  parallèle  à la  gé- 
nératrice. Cela  posé , soient 

*'  = ad,  y'  = bd 

les  équations  d’une  droite  parallèle  à cette  génératrice , et 
passant  par  l’origine  des  coordonnées  j l’équation  du  plan 
tangent,  mené  par  un  point  x,  y , z de  la  surface  cylin- 
drique, sera  (n°  188) 

d — z =p  (*'  — x)  + q{y’  —y). 

Or , pour  que  ce  plan  , et  la  droite  dont  il  s’agit , soient 
parallèles , il  faut  (n°  126)  que  l’on  ait , entre  lescoefficiens 
a > b > P > î i la  relation 

1 =ap  + bq  , ou  1 = «(J)+*(^)  > CA) 

laquelle  exprime  qu’une  surface  est  cylindrique , sans  cepen- 
dant rien  prononcer  sur  la  nature  de  la  courbe  qui  dirige  le 
mouvement  de  la  génératrice. 

Pour  appliquer  ce  résultat  à un  exemple,  résolvons  ce 
problème  : 


Digitized  by  Google 


DE^CÉOMÉTRIE.  45* 

Connaissant  la  direction  de  la  génératrice , trouver  l’é- , 
quation  de  la  surface  cylindrique  qui  enveloppe  une  surface 
courbe  donnée. 


Soit  F (x , y , a)  = o l’équation  de  la  surface  donnée  ; 
après  en  avoir  tiré  les  valeurs  des  coei&çiens  différentiels 


on  les  substituera  dans  l’équation  différen- 


tielle (A)  des  surfaces  cylindriques , et  l’équation  résultante 
f(x  ,y  , a)  = o appartiendra  à la  courbe  de  contact;  mais 
cette  courbe  étant  aussi  sur  la  surface  donnée , il  s’ensuit 
que  ses  deux  équations  seront 


F(*  0'>z)  = °> 
/(ij>*)=  o. 


Il  ne  s’agit  donc  plus  que  d’opérer  comme  au  n°  1 43 , pour 
avoir  l’équation  individuelle  de  la  surface  cylindrique  cir- 
conscrite , puisque  les  équations  de  la  génératrice  sont 
connues.  . ■ 

„ a.  *■ 

Des  surfaces  coniques. 

ig4-  Un  des  caractères  des  surfaces  coniques , est  que  le 
plan  qui  leur  est  tangent  passe  toujours  par  leur  sommet. 
Soient  donc  a,  b,  c les  coordonnées  de  ce  point , et x,y,  z 
celles  d’un  autre  point  de  la  surface  conique  par  lequel  doit 
passer  le  plan  tangent. 

Ce  plan  a généralement  pour  équation 

*—*  = (*—*)/>  + (/  —y)q  > 

et  comme  il  doit  passer  parle  sommet  du  cône , on  a 

c-a =(«*-*)  (g)+  {b  -y)(^)i  (A) 

résultat  qui  exprime  qu’une  surface  courbe  est  conique, 
sans  néanmoins  rien  prononcer  sur  la  nature  de  la  courbe 
qui  lui  sert  de  base. 

29" 
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De  là  il  est  aisé  «le  résoudre  ce  problème  : Etant  données 
les  coordonnées  du  sommet  trouver  l’équation  de  la  sur- 
face conique  individuelle  circonscrite  à une  surface  courbe 
donnée. 

La  ligne  suivant  laquelle  se  touchent  la  surface  donnée 
et  la  surface  conique  demandée , étant  en  général  une  courbe 
à double  courbure , il  faudra  , pour  en  déterminer  les  équa- 
tions, avoir  égard  à ce  que,  pour  tous  les  points  de  cette 
courbe  de  contact,  les  deux  surfaces  ont  le  même  plan  tan- 
gent , et  qu’ainsi  les  valeurs  des  coelBciens  différentiels 

(«Êr)  ’ ‘^u*tes  ,ant  l’équation  de  l’une  de  ces  sur- 
faces , que  de  l’équation  de  l’autre  surface , sont  respective- 
ment les  mêmes. 

Cela  posé,  soit  F (x  ,y , z)  — o l’équation  de  la  surface 

enveloppée  \ on  en  tirera  les  valeurs  de  et, 

après  les  avoir  substituées  dans  l’équation  (A.)  des  surfaces 
coniques , on  aura  une  autre  équation  en  x , y , z , que  lJon 
peut  désigner  par/ (je , y , s)  =5  0 ; telles  seront  les  équations 
de  la  courbe  de  contact,  n°  i85.  Procédant  ensuite  comme 
au  n*  144,  on  aura  l’équation  individuelle  de  la  surface 
ooniqoe  cherchée. 

ig5.  Afin  de  déduire  de  cette  théorie  quelques  propriétés 
des  surfaces  du  second  degré , prenons  , pour  équation  de  la 
surface  enveloppée , 

Mz1  + Ny*  4-  Pxa  4-  2Qz  4"  2Ry  4-  2 — • • î ( i) 

forme  sous  laquelle  peut  être  mise  l’équation  (f)  du  n°  i3g, 
et  dénotons  toujours  par  a,  b,  c les  coordonnées  du  sommet 
«de  la  surface  conique.  On  tirera  de  là 

/«fz\ Px  4-  S /d 'z\  _ Ny  4-  R 

\d*)  w*4-q’  — mT+q* 

et  l’ équation  (A)  de  la  surface  conique  deviendra;  par  la 


Digitized  by  Gooole 


de  oiomina.  453 
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substitution  de  ces  valeurs , et  après  avoir  réduit  àl’aide  de 
la  relation  (1) , 

(Mc-f-Q)z-hÇNb-i-Ii)jr-t-(Pa-i-S)x-l-Qe-i-Rl>+Sa-i-i=o  ; 
celle-ci , que  l’on  peut  mettre  sons  cette  forme  : 

yc  + fib  -f-  aa  -f  / = o,  (3) 

en  faisant  y = Ma  -+■  Q > fi  — Ny  '-+•  R , <t  — P*  -f-  S , • 

% . ♦ * 

v = Q*  -4-  Ry  -f  S*  -f-  « , appartient  nécessairement 
à un  plan,  puisqu’elle  est  linéaire  en  x , y , z : ainsi , la 
courbe  de  contact  d’une  surface  quelconque  du  second 
degré  et  d’une  surface  conique  est  toujours  plane  (*). 

Or , il  est  évident  que  ce  plan  est  fixe  dans  l’espace  , lors- 
que les  coordonnées  a , b , c sont  fixes  elles-mêmes,  mais 
que  sa  position  varie , lorsque  le  sommet  de  la  surface  coni- 
que change  de  place.  Supposons  que  ce  point  se  meuve  sur 
la  surface  *• 

M'c*-+-  N'é*  *f*  P'«*=  i-  (4) 

Si  nous  considérons  deux  positions  consécutives  du  plan 
de  la  courbe  de  contact , résultante  des  deux  positions  infi- 
niment voisines  du  sommet  du  cône , les  coordonnées  x,y,z 
de  la  droite  d’intersection  de  ces  deux  plans  seront  constantes 
(n°  191) , mais  a,  b,  c auront  varié  toutes  trois.  Les  équa- 
tions de  cette  droite  Siéront  donc 

yc  -f-  fib  -f-  xa  -+•  i~  ±z  o , y de  -f-  fidb  *da  = o ; 

et  pour  exprimer  que  le  sommet  dn  cône  ne  quitte  point  la 
surface  directrice  (4)  , on  aura  encore , entre  da,  db  , de, 
cette  relation 

M ’ede  + N'tat  + Yada  — o. 

Éliminant  de  entre  celle-ci  et  1a  précédente , ou  trouvera 

. . 

(*)  Il  est  remarquable  que.  l’équation  (3)  du  plan  de  la  courbe  de 
contact  représente  l’équation  du  plan  tangent , lorsque  t’oh  y considère 
a,  b,  c comme  les  coordonnées  courantes,  et,jr,  y , 3 comme  les 
coordonnées  du  point  de  tangence  (n°  1 f 8 ) . 
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(M'flc  — N'  y b)  db  -+-  (M ’ac  — 1 Fy  d)da  = o. 

La  position  de- la  droite  dont  il  est  question  dépend  de  la 
da  , * 

valeur  du  rapport  , et , à cause  de  la  liberté  qu’a  le 

sommet  du  cône  de  se  mouvoir  en  tout  sens  sur  la  surface 
directrice , ce  rapport  est  nécessairement  arbitraire  ; par 
conséquent  les  coeificiens  de  da  et  de  db , dans  cette  der- 
nière équation , doivent  être  nuis  séparément  ; on  a donc 

M'/Sc  — N'yZ>  = o,  (5);  M'ctc  — Fya  = o.  (6) 

„ , v 

Il  résulte  de  là  que  les  coordonnées  x,  y ,z,  déduites  des 
équations  (3),  (5),  (6),  sont  celles  du  point  commun  à trois 
plans  de  contact  consécutifs  quelconques , et  que  le  lieu  de 
tous  les  points  pareils  fournis  par  d’autres  positions  dû  som- 
met du  cône  enveloppant,  est  une  surface  touchée  par  le 
plan  (3).  Pour  déterminer  l’équation  de  cette  surface , on 
éliminera  a,  b ,c  entre  les  quatre  équations  (3) , (4)  (5) , 
(6)  , ainsi  qu’il  suit. 

On  multipliera  (5)  et  (6)  respectivement  par  b et  a , et 
la  somme  des  produits  sera 

(P'a*  + Kb')y  — M'cOa  + fib)  ; 


puis  l’on  ajoutera  M'y c‘  de  part  et  d’autre , et  l’on  aura 

(Fa2  + N'i*  -f  MV)y  = M'c  («a  -f/3ô-+-  yc)  ; 

* 


et  après  avoir  élevé  tout  au  carré , il  viendra , à cause  des 
relations  (3)  et  (4) , 


y»  = M'*<î'V, 


D’un  autre  côté , les  équations  (5)  et  (6) , élevées  au  carré  , 
donneront 

MYc*  = fyS‘,  M'**V  = Fya% 
et  par  conséquent 


* 
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j8*  _ _ Fy’a1  ' 

K'  — M/ac*  ’ F — M'*c*  ' 


Faisant  une  somme  de  ces  dernières  et  de  l’équation  identi 

Y4  y* 

que  — » = zn  i il  viendra , toutes  réductions  faites , 

‘ M M 


rl  , i*  _ _rL 

M'  3"  N'  ^ F ~ M'V  ’ 
mais  = P ; donc 

N'F/  + M'F/3’  + M'N  V = M'N'P'J'*  ; (7) 


résultat  indépendant  de  a,  b , c , et  qui  est  du  second  degré 
en  x,y,  z,  puisque  <*,/ 3,  y sont  des  fonctions  linéaires  de 
ces  variables.  Donc  , si  une  surface  conique  touche  et  enve- 
loppe constamment  une  surface  courbe  quelconque  du  se- 
cond degré j pendant  que  son  sommet  parcourt  une  autre  sur- 
face du  Second  degré  située  comme  on  voudra  dans  l’espace, 
mais  douée  d’un  centre  , Je  plan  de  la  courbe  de  contact 
des  deux  surfades  touchera  toujours  une  troisième  surface 
du  second  degré. 

Ceux  qui  voudront  savoir  comment  il  est  possible  d’ex- 
traire de  la  théorie  précédente , due  à Monge  , d’autres 
propriétés  curieuses  des  surfaces  du  second  ordre , pour^ 
ront  consulter  les  Mémoires  de  MM.  Livet  et  Brian- 
ebon  , insérées  dans  le  i3*  cahier  du  Journal  de  l’Ecole 
Polytechnique.  Nous  nous  contenterons  d’énoncer  les  deux 
• propositions  suivantes,  que  Monge  a démontrées  le  pré- 
■ mier  : 

• i°.  Tout  étant  égal  et ailleurs , comme  ci  - dessus -,  si  le 
sommet  du  cône  circonscrit  se  meut  en  ligne  droite , le 
plan  de  la  courbe  de  contact  passera  toujours  par  une 
même  ligne  droite  ; 2°.  si  le  sommet  est  dirigé  par  une 
surface  plane , le  plan  de  la  courbe  de  contact  passera  tou- 
jours par  un  même  point. 
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i Des  surfaces  de  révolution. 

196.  C’est  un  caractère  distinctif  des  surfaces  de  ré- 
volution , quelle  que  soit  d’ailleurs  la  nature  de  la  courbe 
génératrice,  que  le  plan  tangent  est  toujours  perpendicu- 
laire au  plan  mené  par  l’axe  de  rotation  et  par  le  point  /' 
de  contact. 

Cela  posé , soient 

x = A z'  -f-  a, 

y — B/  + b, 

les  équations  données  de  l’axé  de  révolution,  et  x ,y,z  les 
coordonnées  du  point  de  contact.  L’équation  du  plan  du 
méridien , c’est-à-dire  de  la  section  faite  par  l’axe , et  as- 
sujettie à passer  par  le  point  de  contact , est  de  la  forme 
suivante  (n°  121)  : 

Z = M (*'-*)+ N • (m) 

or , l’axe  coïncidant  avec  cette  section , il  est  évident  que  , 
pour  tous  les  points  qui  leur  sont  communs  , les  coordon- 
nées sont  les  mêmes  j les  trois  équations  précédentes  doivent 
donc  avoir  lieu  en  même  temps,  et,  en  vertu  du  n°  ia6 , il 
faut  que  l’on  ait  la  relation  , * 

AM  + BN=i.  _ • 

x Mais  les  équations  de  l’axe  pouvant  être  écrites  ainsi  : 

x'  — x = A{z'  — s)  -f-  a — * + As , 
y — y = B (*'  — b)  + b — y -f-  Bs, 

on  en  tire  * 9 

« — * + As  = {x  — x)  — A {z  — z),  ) 

et  ' ’ } 0») 

b - y + Bz  (y  y)  - »<*'  - *).}  , 

D’ailleurs , si,  entre  ces  mêmes  équations , Pon  élimine  zf 
on  obtiendra 

(*'  — x)  B — {y  — y)  A = (a  — *)  B — (b  — ,y)  A ; 
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éqpation  qui , à cause  de  la  relation  AM+BN=ci,  peut 
* être  mise  sous  ces  deux  formes  : 

(i-AM)(,V4t)-~^'-^)AN  = N[(« — x)B — (6— ^)A]  , 

(i~  =MC(fr-y)A-(«-,)B]  ; 

et  si , dans  les  équations  (») , on  substitue  pour  z — a sa 
valeur  (m)  , on  aura 

a — x + \z  — x)  — AM  (*'—*)  — AN  (/— y) 
-(*'“*)  (i  — AM)  - AN  {y -y) , 
b^-y-+JSz  = (y-y)  - BM  W-  x)  - BN  (./-y) 

= (y — y)  ( 1 — bn  ) — bm  ( J — 

Doue , en  rapprochant  ces  deux  équations  des  deux  précé- 
dentes , on  conclura  que 

M [A(6  — y)  — B(a  — *)]  — b — y -J-  Bz , 

N [A(&  — y ) — B(a  — x)J  — (a  — x -f-  Az ); 

ainsi  l’équation  ( m ) du  plan  du  méridien  mené  par  le 
point  de  contact , est  . 

(z  S)CA(6  — y ) — B(n  — x)]  = (b  — y + Bz)  (x'  — x)  • 

— (a—  * + As)(/  — y)-, 

et  comme  celle  du  plan  tangent  est  (n®  188) 

(g)  + (/-  ,)(g) , 

il  résulte , du  n"  125 , que  si  ces  deux  plans  sont  perpendi- 
culaires entre  eux , on  aura 

(b-y  +Bs)  (^)~  ( a - x + As)  (J) 

■+•  A(i  —y)  — B (a  — *)  j=  o : (A) 

cette  relation  exprime  donc  qu’une  surface  est  de  révolution 
autour  d’un  axe  déterminé  de  position  par  les  constantes 
A, B,  a,  b,  indépendamment  de  la  génératrice. 
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Indiquons  maintenant  la  solution  de  ce  problème  : Ujw 
surface  courbe  dont  l’équation  est  donnée , éteint  liée  d'une 
manière  invariable  à un  axe  de  révolution  , et  tournant 
ensuite  autour  de  cet  axe  , trouver  l’équation  de  la  surface 
qui  touche  et  enveloppe  la  surface  mobile  dans  toutes  ses 
positions. 

La  surface  cherchée  est  nécessairement  de  révolution  au- 
tour de  l’axe  donné,  et  la  ligne  suivant  laquelle  elle  touche 
la  surface  mobile  considérée  dans  sa  première  position, 
est  une  courbe  dont  il  suffira  d’avoir  les  équations  ; car 
alors  la  question  rentrera  dans  celle  qui  a été  traitée  au 
n°  146. 

Soit  donc  F(ar,  y,  s)=  o l’équation  donnée  de  la 
surface  mobile , considérée  dans  sa  position  initiale.  Cette 
équation  doit  satisfaire  à celle  des1  surfaces  de  révolution  ; 
donc,  si  l’on  en  tire  les  valeurs  des  coefficiens  différentiels 

( 7*)  ’ ^ cltl,on  k®  suljst**;ue  dans  l’équation 

(A)  , la  résultante  f(.x,y>  z)  = o appartiendra  à la 
courbe  de  contact  ; ainsi  les  deux  équations  de  cette  courbe 
seront 

F (*.  y,  2)  = o, 
f(* » y,  a)  = 


et  en  opérant  comme  au  n°  cité , on  aura  l’équation  de  la 
surface  individuelle  cherchée. 

Nous  n’entrerons  pas  dans  de  plus  grands  détails  sur 
les  propriétés  des  courbes  à double  courbure  et  des  sur- 
faces courbes,  parce  que  le  lecteur  qui  veut  s’instruire 
plus  particulièrement  sur  cette  matière , doit  étudier  X Ap- 
plication de  l’Analyse  à la  Géométrie,  par  Monge  ; ouvrage 
d*un  génie  supérieur,  et  qui  développe  toutes  les  res- 
sources de  l’analyse  transcendante. 
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CHAPITRE  III. 


Solutions  de  quelques  problèmes  de  maximik 
et  MIMMIS. 


197.  Les  solutions  du  petit  nombre  de  problèmes  sui- 
vans  nous  ont  paru  assez  simples  et  assez  élégantes  pour 
être  publiées  dans  ce  Recueil  : elles  sont  fondées  sur  les 
théories  des  n°*  83  et  i55  du  Traité  de  Calcul  différentiel 
èlim.  de  M.  Lacroix  , 3'  édit. 

PROBLÈME. 

Par  un  point  M'  donné  dans  l’in  trieur  d’ un  angle  MAN , 
mener  une  droite  MN , de  manière  que  sa  longueur  MN, 
comprise  entre  les  deux  côtés  de  cet  angle  , soit  un  mi- 
nimum. 

[ Fig.  97.  3 Prenons  pour  axe  des  x la  droite  AX, 
qui  divise  l’angle  donné  MAN  en  deux  parties  égales  ; et 
soient  M'M=z,  M'N=z',  l’angle  R =$',  puis,  dénotons  par 
x , y les  coordonnées  rectangles  du  point  M , par  x , y 
celles  du  point  M'. 

L’équation  de  AM  étant  y — ax , celle  de  la  droite  AN 
qui  est  placée  de  la  même  manière  au-dessous  de  l’axe  des 
x sera  y — — ax  ; or  , si  l’on  transporte  l’origine  des 
axes  au  point  M' , sans  changer  leur  direction  , on  aura 

c n»  48  ) , 

AP  = x — x'  -+-  z cos  tp , 

PM  = y =s  ÿ -f-  z sin  <p; 
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et  par  conséquent  l’équation  y = ax  deviendra 
y'  -f-  a sia  ç = a(x'  -j-  x cos  ç)  ; 


ainsi 


ax' — y 

Z ’ 1 ■ • 

sin  ^ — a cos  ç 

Pour  trouver  M’N  ou  z!,  on  voit  bien  qu’il  suffit  de 
prendre  a négativement  dans  ce  résultat  j on  a donc  sur-le- 
champ 

— ax' — y' 

• z’—  -t— : 

sin  <p  -J-  a cos  <J> 

en  sorte  que  si  l’on  ajoute  ces  deux  valeurs  prises  positive- 
ment , on  obtiendra 

, _ aaC*’  sin^*~y  co»y) 

~ sin’ip  — a%  cos*p 

Egalant  à zéro  le  coefficient  différentiel  de  celte  expres- 
sion dans  laquelle  <p  est  seul  variable , afin  d établir  la 
condition  du  minimum  ^an  aura 

(*'  cos  p-f  / sin  f)  (sm %<p  — a f cos4?) 

-J-  2(_y'cos<p — v's in  ip)(sin  <p cos  -j-  u4sin <p  c°s $>)  ==  o ; (î) 


puis  divisant  tout  par  cosV , et  développant , on  trouvera 
tangV-*'(-2?-^  tang^+C^-f  2)Ung4>—  y-  = °>  (*) 

Cette  équation  donne  nécessairement  une  racine  réelle  dans 
le  cas  général,  puisqu’elle  est  du  troisième  degré-,  mais 
lorsque  y = o , le  premier  et  le  troisième  terme  disparais- 
sant , on  a simplement 

. ..  , »•  «* 

tang*?>-  — 

r 

c’est-à-dire  qu’alors  l’équation  (a)  ne  fournit  aucune  racine 
réelle.  Cependant  il  ne  faudrait  pas  conclure  de  là  que  le 
problème  proposé  n’est  pas  susceptible  de  minimum  ^ dans 


■% 
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l'hypothèse  actuelle;  car , si  l’on  remonte  à l’équation  (1) 
dont  celle  (4)  dérive , et  que  l’on  y fasse  y = 0 , elle  se 
réduira  à 

cos  Ç (sin’ç  — a * cos*p)  — 2 cos ÿ 3in*?  (i  -f-  a*)  3=  o , 

et  sera  évidemment  satisfaite  par  cos  $>=0,  ou  par  100*'. 
Pour  faire  disparaître  cet  inconvénient , et  rendre  la  for- 
mule (2)  aussi  générale  que  le  comporte  le  problème , nous 
la  changerons  en  une  autre  dans  laquelle  il  n’y  ait  plus  de 
dénominateur,  et  où,  cependant, le  premier  terme  n’ait  que 
l’unité  pour  coefficient-  A cet  effet , nous  ferons,  comme  l’on 

sait,  tangp=  — , u étant  une  nouvelle  inconnue;  et  il 

viendra,  après  la  substitution  de  cette  valeur, 

u3 — *'(aaa  -J-  i)u*  + (a*  + 2 )y‘u  — a'x'y'  = o.  (3) 
Soit  maintenant  y = 0 , on  aura 
u=*'(aua4-i); 

et , par  suite , 

tu  un  f 

7 

c’est-à-dire  que  quand  le  point  M'  est  sur  l’axe  des  x , 
la  droite  minimum  cherchée  mn  est  perpendiculaire  à 
cet  axe. 

Si , au  contraire , y'  — ax' , auquel  cas  le  point  M' 
se  confond  avec  le  point  m , la  formule  (3)  se  change  en 
celle-ci  : 

u3  — *'(?**“  -f-  1)4*  -f-  (o*  -f-  a )a  **'“«  — a4*'3  = o ; 
et  par  la  méthode  des  diviseurs  commensurables , on  ob- 
tient aisément 

, * *'  1 
ses,  ou  tango  su  — ,=n 

1 0 ax  u 

Il  suit  de  ce  résultat  et  du  n°  42  > que  la  droite  mi- 
nimum ^ partant  d’un  des  points  des  côtés  de  l’angle  AMN , 
doit  être  perpendiculaire  à l’autro  côté. 


i 
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Enfin , si  l’on  avait  seulement  x = o , l’équation  (3)  sé 
réduirait  à 

u [a*  -f-  (<za  2)/*']  = O , 

et  serait  satisfaite  par  u = o , ou  par  tang  (p  — ^ = 

y 

ainsi,  lorsque  le  point  par  lequel  doit  passer  la  droite  mi- 
nimum est  donné  sur  l’axe  des  y , cette  droite  est  parallèle 
à l’axe  des  x,  et  rencontre  les  côtés  de  l’angle  qui  est  le 
Supplément  dç  MAN. 

Les  autres  particularités  du  problème  se  déduiraient  avec 
la  même  facilité  de  l’équation  (3). 

On  pourrait  se  proposer  un  problème  analogue , dans  l’es- 
pace ; ce  serait  de  déterminer  le  plan  minimum  passant  par 
un  point  donné  dans  un  angle  trièdre  , et  limité  par  les  trois 
faces  de  cet  angle  : problème  dont  il  a déjà  été  parlé  p.  449- 

PROBLÈME. 

198.  Déterminer  la  plus  courte  distance  entre  deux  droites 
données  dans  l’espace. 

La  propriété  dont  jouit  cette  ligne , c’est  d’être  à la  fois 
perpendiculaire  aux  deux  droites  données.  Quoique  cela  se 
prouve  très  simplement  par  la  Géométrie  élémentaire , voici 
comment  l’analyse  conduit  au  même  but , et  de  quelle  ma- 
nière on  parvient,  en  même  temps  à l’expression  de  la  plus 
courte  distance  cherchée. 

Soient 

x ±=  az  + <ty  x t=zaz  +*,)  . x 

y — bz  -f-  fi , y'  — b' J + @',f 

les  équations  des  projections  verticales  des  deux  droites  don- 
nées : la  distance  entre  les  deux  points  xyz , x y %'  aura  pour 
expression  (n°  1x7), 

u—  \/{*—d+az—a'dy+{!i—P+bz—b'z’y-\-{z—z')\  (2) 

• ** 

Cette  quantité  devant  être  un  minimum  , il  faut  que  ses 
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différentielles , prises  successivement  par  rapport  à z et  à s! , 
soient  nulles  , à cause  de  l’ indépendance  de  ces  variables  : 
ainsi  on  aura  , pour  les  déterminer  , les  équations 


' z')-^-b(fi— fi  -^-bz—b'  z'i^zo,  (3) 


fc—(s — 3 )4*«( a — a'-f-a: 

^p=(z — s')+a(a— af+az  — a’ z)+bX&—& +bz — b's')=o.  (4) 

Il  est  d’abord  facile  de  s’assurer  que  ces  équations  ré-  ■> 
pondent  au  minimum  demandé , car  on  trouverait  que  là 
condition 


cP  u cPu  / cPu  V . 

Hz*'  HT*  \dTdz)  > 


est  remplie  (n°  1 55  du  Cale.  cLijf.  èUm.  L.  C.).  Ensuite , poilr 
parvenir  à la  propriété  énoncée , on  observera  que  la  droite 
minimum  devant  passer  par  les  points  xyz  , x'y z , ses  équa- 
tions sont  de  la  forme 


-w 


ou, à causedes  valeurs  de*,  x'  ,y,y , tirées  des  équations  (0, 
on  a 

Ç u — et'  + az  — a' z)  = a (z  — z), ï -, 

^-fi'+bz  — b’z)  = b"  (x  — zjJ  K } 

de  là  les  formules  (3)  et  (4)  se  réduisent  respectivement  à 
i -j-  aa  -f-  bb"  — o , i -f-  a a'  -f-  b' b"  = o. 

Ces  relations  expriment  donc  (n°  1 20)  que  la  droite  mini- 
mum est  en  même  temps  perpendiculaire  aux  deux  droites 
données,  et  Ton  en  tire' 


b'— b 

a'b—ab'  ’ 


b"  = 


a'b  — ab' 


(6) 


Actuellement,  si  l’on  résout  les  équations  (3)  et  (4)  , par 
rapport  aux  inconnues  s , s' , on  obtiendra 
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{a'b-ab'mb-b')  (—')-(«-«')  (>3—^)3 
" («  — •)*  +•(//—  bÿ  + (ni  -|aé')* 

mais  l’expression  (2)  devient,  en  vertu  des  formules  (5') 

. , . 

' “ =«'Ë"2'  ^ (a — )*  + (^ — A')*  -f-  (ù*6  - ab'f  ; 

et  en  y substituant  pour  3 — *'  sa  valeur  précédente , ona 

» f/  (fe  — y.)  («  — *')  — (a  — g')  (fi  —rtf) 

/ “ “ {/  (a  - 4>'-K6  — 6')*  + (a'i  - oéÿ  J 

résultat  conforme  à celui  auquel  on  parvient  par  des  consi- 
dérations purement  élémentaires.  ( Poy . 1* Appl.de  l’Alg. 
à la  Gèom.  des  surfaces,  par  MM.  Monge  et  Hacbette,  pro- 
blème IV.) 

' \ • 

PROBLÈME.  • 

**  ♦ • • > • . 

199.  Déterminer  la  route  la  plus  courte  pour  aller  d’un 

point  à un  autre,  en  passant  par  un  plan  donné  de  position 
à V égard  de  ces  points. 

Dans  la  question  précédente , les  plans  coordonnés  sont 
situés  d’une  manière  quelconque,  par  rapport  aux  droites 
données  ; mais  il  est  des  cas , comme  à présent , où  telle  posi- 
tion de  ces  plans , à l’égard  des  objets  que  l’on  considère 
dans  l'espace , est  pins  propre  que  tonte  autre  pour  mettre 
en  évidence  certaines  propriétés  de  l’étendue  ; c’est  de 
quoi  l’on  a été  è même  de  se  convaincre  dans  le  cours  de  cet 
Ouvrage. 

Soit  donc  pris, pour  plan  des  xy  le  plan  donné, et  pour 
/ celui  des  xs,  le  plan  qui  passe  par  les  deux  points  donnés. 
Dans  cette  hypothèse  admissible , les  coordonnées  du  point 
M'[%99]  *°nt 

xsxx't  y — o,  * = 
celles  de  l’autre  point  M’  sont 
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x = x‘,  y = o,  Z = 2*; 

fet  en  supposant , pour  le  moment,  que  le  point  N du  plan  xy 
soit  celui  qui  satisfait  au  minimum  demandé,  point  dont  les 
coordonnées  sont  x,y , on  aura 


M'N+M'N=  V/  (f—x'y+y'+s* 

+ /(*— * )*-b'*+2'a = V/p+v/f. 


Comme  les  variables  x et  y sont  indépendantes,  les  diffé- 
rentielles successives  de  cette  expression  donneront 


Pour  que  cette  dernière  équation  soit  Satisfaite  , il  faut 
que  y soit  nulle;  ainsi  la  route  la  plus  courte  demandée 
est  M'N' + N'M",  c’est-à-dire  qu’elle  est  tout  entière  dans 
un  plan  perpendiculaire  au  plan  donné  xy.  Alors,  l’avant- 
dernière  équation  Se  réduit  à 

x — x'  x " — x 

V (*—*')•  + *''* = v/(*”— *)’  + 7*  ’ 

donc,  cos  M'N'A  = cos  MTï'X;  donc,  les  deux  lignes  M'N' , 
N'M*  font  le  même  angle  avec  le  plan  xy,  ou  avec  la  per- 
pendiculaire N 'R  à ce  plan , comme  on  le  démontre  d’une 
autre  manière  en  Mécanique. 

Il  résulte  de  là  que  la  plus  courte  distance  d’un  point  à 
un  autre,  en  passant  par  une  surface  courbe , est  représen- 
tée par  une  ligne  brisée  située  dans  un  plan  normal  à cette 
surface. 

On  prouverait  directement  par  une  méthode  semblable  à 
la  précédente , ou  l’on  tirerait  encore  pour  conséquence  de 
ce  qui  vient  d’être  démontré , que  la  somme  des  trois  droi- 
tes menées  du  point  d’un  plan  à trois  autres  points  de  ce 

3o 
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plan  est  uu  minimum,  lorsque  ces  droites  partagent  en 
trois  parties  égales  la  circonférence  drun  cercle  dont  le  cen- 
tre est  à leur  point  de  concours.  Ainsi , pour  déterminer  le 
point  qui  satisfait  au  minimum  dont  il  s’agit,  on  décrira  sur 
chacune  des  cordes  AC,  BC  qui  joignent  les  points  donnés 
A,  B,  C,  un  arc  de  cercle  capable  de  l’angle  = j d’un 
droit,  et  le  point  où  ces  deux  arcs  se  couperont  sera  le  point 
cherché. 

PROBLÈME. 

200.  Déterminer  la  plus  courte  distance  de  deux  points 
mobiles  dont  on  connaît  les  positions  initiales , et  qui  se 
meuvent  uniformément  sur  deux  droites  données  dans 
l’espace. 

Je  ne  sache  pas  qu’aucun  auteur  de  Mécanique  élémen- 
taire ait  résolu  ce  problème  d’une  manière  générale;  cepen- 
dant ilest  susceptible  de  l’êtreélégaunuent  par  la  pure  Géo- 
métrie; et,  en  se  conformant  à la  remarque  qui  se  trouve 
au  commencement  du  n°  précédent , l’analyse  algébrique 
est  très  propre  à faire  découvrir  la  solution  graphique  fort 
simple  dont  ce  problème  est  susceptible. 

Pour  cet  effet,  choisissons  la  position  des  plans  coordon- 
nés, de  manière  que  les  équations  des  deux  droites  donnée» 
dans  l’espace  soient  les  plus  simples  possibles  : or , c’est  ce 
qui  arrivera  infailliblement  en  prenant  i°.  ponr  plan  des 
xy  celui  qui  contient  une  des  droites  dont  il  s’agit,  et  qui 
est  en  même  temps  parallèle  à l’autre  droite;  20.  pour  plan 
des  xx  celui  qui  passe  par  cette  autre  droite,  et  qui  est  en 
outre  perpendiculaire  au  plan  des  xy. 

£Fig.  100.]  Maintenant,  soient  MM',  mm'  les  droites  don- 
nées; la  première  étant  située  dans  le  plan  des  xy,  et  la 
seconde  se  trouvant  dans  celui  des  xz , parallèle  à l’axe  des 
x,  les  équations  de  MM'  seront  évidemment 

y = — tang<p.*-f.ù,  = = o; 
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jet  celle  de  la  droite  mm  , 

y — O I 2 =:  z . 

Supposons  que  les  points  mobiles  se  trouvant  actuellement, 
l’un  en  M , dont  les  coordonnées  sont  et,  fi,  et  l’autre  en  m sur 
l’axe  des  *,  se  meuvent  de  A vers  X,  avec  des  vitesses  unU 
formes  qui  soient  entre  elles  comme  q : p\  alors  si  MW  est 
la  plus  courte  distance  à laquelle  se  trouveront  ces  deux  mo- 
biles, que  les  coordonnées  du  point  M'  soient  désignées 
par  a! , fi' , et  celles  du  point  m par  x , a',  on  aura  en 
général 

MW  = u—  v/  (x—  a')*  + P*  + z'*. 

Mais  les  espaces  parcourus  mm' , MM'  étant  entre  eux 

comme  les  vitesses  p et  q,  on  a MM'  = — , et  parce  que 

l’angle  formé  par  la  droite  MM'  et  l’axe  des  * est  s=  p , on 
a en  outre 


' , q*' 

a = et  - f-  - — cos  p, 

P 


fi'— fi — — sip  p. 
P 


.Si  l’on  substitue  ces  valeurs  dans  l’expression  précédente  de 
u , et  que  l’on  égale  à zéro  la  différentielle  de  cette  expres- 
sion, prise  par  rapport  h x',  on  obtiendra  une  équation  de 
laquelle  on  tirera 


ou  bien 


j a(p'‘  — pq  cos  y)  4-  fipq  sin  p 

p*  + q'  — ipq  COS  p 


x-  __  P x «(p  — g cos  p) -f- % sin  p 


en  faisant,  pour  abréger,  p*  -f-  g*  — i-pq  cos  p — r’. 

La  valeur  de  r peut  être  construite  très  simplement,  car 
elle  représente  la  base  d’un  triangle  dont  les  deux  autres 
côtés  formant  l’angle  p,  sont  p et  q.  Si  donc,  par  un  point 
quelconque  G de  la  droite  MM' , on  mène  GF  parallèle  à 

3o„ 


Digitized  by  Google 


4^8  PROPOSITIONS 

mm! , et  que  l’ou  prenne  GF  de  manière  que  MG  et  GJ* 
soient  dans  le  rapport  de  q à p,  la  ligne  MF  sera  la  va- 
leur de  r. 

Il  suit  de  là  qu’en  prolongeant  MF,  et  faisant 

MR , la  droite  RM  menée  parallè- 

lement à FG,  sera  = x'  ; et  il  est  remarquable  que  la  droite 
mR  sera  perpendiculaire  à MF , et  égale  à la  plus  courte 
distance  cherchée.  Or,  si  cette  circonstance  a lieu,  il  est 
évident  que  la  droite  AR,  qui  est  la  projection  de  mR,  sera 
elle-même  perpendiculaire  à MF.  Il  est  facile  de  prouver 
cette  propriété  ; car 

• tv  9 sin  P _ v — o cos  0 

sin  D = i — , cos  D = î- i— ---  ; 

r r ’ 

par  suite 


pp  _l(p  — gcosp) 
q sin  ^ 


DM=  — ADzzDP- 
q sin  <p 


et,  si  AR  n’est  pas  perpendiculaire  à DM , soit  A r cette 
perpendiculaire  ; alors  on  trouvera  que 


__  /S(£  — £ COSf) 


D.=(! 


q sin  fi 


_rf^P-gC0S^. 


et  ensuite  on  aura 


Mr  = DM  - Dr  = Cos^  + sin  ». 

r ’ 

donc  MR  — Mr;  donc  AR  et  mR  sont  réellement  perpen- 
diculaires à MD. 

Au  surplus , on  reconnaît  sur-le-champ  cette  vérité , parce 
qu’en  général  mF  mesure  la  distance  des  deux  mobiles:  en 
effet,  lorsque  le  premier  M est  arrivé  en  G , le  second  m a 
parcouru,  sur  mm',  un  espace  m^  égal  à GF  ; la  figure  mTGg 
est  donc  un  parallélogramme;  et  puisque  de  toutes  les  droi- 
tes mb  menées  du  point  m à la  droite  MD)  la  plus  courte 
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est  la  perpendiculaire  AR,  celle-ci  est  nécessairement  la 
plus  courte  distance  cherchée. 

PROBLÈME. 

201  .Parmi  tous  les  quadrilatères  que  l’on  peut  former  avec 
quatre  lignes  données , trouver  celui  qui  a la  plus  grande 
surface. 


Soient  pi,  b , c , d les  quatre  côtés  d’un  quadrilatère  , 
a et  b deux  côtés  consécutifs , et  9 l’angle  qu’ils  forment  ; 
enfin , soit  6 l’angle  déterminé  par  les  deux  autres  côtés.  On 
aura,  en  désignant  par  x la  diagonale  du  quadrilatère  op- 
posée à ? , 

surf,  labx)  — — sin  ç>, 

2 


surf.  ( bcx ) — sin 


par  conséquent  la  surface  du  quadrilatère  sera 

_ ab  sin  9 cd  sin  9 
2 ' 2 


(0 


D’un  autre  côté , les  deux  triangles  dont  se  compose  cette 
surface , donnant 

jf*  = a%  -+-  b%  — 2 ab  cos  p , 
x*  — c'  + d2  — 2 cd  cos  # , 

on  a cette  autre  équation , 

a*  + — lab  cos  ^ = c*  -f-  d'  — icd  cos  9 : (2) 

ainsi , pour  trouver  la  surface  maximum , on  égalera  à zéro 
la  différentielle  de  la  valeur  de  s , en  faisant  varier  à la  fois 
<p  et  6,  puisque  ces  deux  angles  sont  fonction  l’un  de  l’autre  ; 
et  l’on  substituera  dans  cette  différentielle , divisée  par  db  , 
dû  . 

la  valeur  du  rapport  — tirée  de  l’équation  ( 2 ) ; ce.  qui 
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donnera  une  relation  entre  les  angles  <p  et  6 , convenables 
au  maximum  demandé  ; ou  bien  l’on  procédera  ainsi  qu*il 
suit. 

De  l’équation  (i)  l’on  déduit 

dp cd  cos  ô 

d8  abcosp’ 

et  de  celle  (2)  l’on  obtient 

dp cd  sin  8 

dd  ab  sin  <p  ’ ' 

prenant  la  différence  de  ces  deux  valeurs , et  réduisant , 
il  vient 

ds  . , ■ 

çÂ  — Sln  **  cos  9 "f"  sin  9 cos  J = sin  ( 6 -j-  p ) z=  o ; 

donc  les  angles  fl  et  <p  sont  supplémens  l’un  de  l’autre  ; 
donc  de  tous  les  quadrilatères  isopérimètres , dont  les  lon- 
gueurs des  côtés  sont  invariables,  le  plus  grand  est  celui 
qui  est  inscriptible.  Cette  proposition  est  un  cas  parti- 
culier du  théorème  6,  livre  IV,  de  la  Géométrie  de  M.  Le- 
gendre. 

PROBLÈME. 

302.  [ Fg.  102.  J Dans  un  quart  d’hémisphère  supposé 
avoir  pour  base  le  quart  de  cercle  ABC , pratiquer  une 
ouverture  rectangulaire  APMQ,  dont  le  volume  soit  un 
maximum. 

Soient  x,y  les  coordonnées  du  point  M , et  le  rayon 
AB  ou  AC  ==  /•  ; on  aura 

PB  = r — * et  CQ^=  r — y. 

Or , on  sait , par  les  élémens  de  Géométrie , que  le  vo- 
lume du  quart  d’hémisphère  du  rayon  r a pour  expression 
irr3 

-g--  , ir  étant  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre , ‘ 
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et  que  le  volume  du  quart  de  segment  sphérique  dont  la 

l>ase  est  MPB  a pour  valeur  (r  — ”3 — 

conséquemment  le  quart  de  segment  sphérique  CQM  aura 

pour  valeur  ’r^—  . ^r  — — ^a's  volume  de 

l’ouverture  APMQ  étant  évidemment  la  différence  du  quart 
d’hémisphère  AGB  à la  somme  des  deux  quarts  de  seg- 
ment PMB , CMQ  , on  a , en  dénotant  ce  volume  par  V , 


« rr3  ar(r— x)s 

r% 

•ir—yY 

Cr  "“H 

6 4 

Lr  3 J 

4 

L 3 J 

Egalant  à zéro  la  différentielle  de  cette  expression , il 
vient,  après  les  réductions, 

dV  = x*dy  -f-  y'dx  — o. 

D’un  antre  côté, à cause  de  x*  -h y*  — r*,  on  a 
xdx  -j-ycjy  r=.  o j _ — 

partant , 

dV  , 3 

_=y_x*=o. 


Ce  résultat  répond  nécessairement  au  maximum,  demandé, 

«PV 

car  le  coefficient  différentiel  est  négatif , comme  cela 

est  aisé  à vérifier  ; ainsi  puisque  l’ouverture  APMQ  doit 
être  un  carré , le  point  M sera  le  milieu  du  quart  de  cir- 
conférence CMB.  / 

Ceux  qui  désireront  connaître  quelques-uns  des  problèmes 
très  curieux  sur  la  pénétration  des  corps,  pourront  consul- 
ter le  second  volume  du  Calcul  intégral  de  M.  Lacroix.  Ils 
trouveront  aussi , dans  les  Annales  de  Mathématiques  pures 
et  appliquéeSj  des  questions  de  haute  Géométrie  du  plus 
grand  intérêt,  et  dont  les  solutions  reposent  sur  la  théorie 
des  maxima  et  mini  ma. 
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PROBLÈME. 

2o3.  Déterminer  quel  doit  être  F angle  du  losange  que 
présente  le  fond  des  alvéoles  des  abeilles  j et  l’inclinaison 
que  doit  former  cette  face  avec  la  base  de  l’alvéole  j pour 
que  la  surface  latérale  du  prisme  et  de  ses  fonds  soit 
la  plus  petite  possible.  QFig.  104.] 

Les  alvéoles  des  abeilles  sont  de  petites  cellules  qui  ont 
la  forme  d’un  prisme  hexagonal  A'C , dont  les  six  faces  la- 
térales sont  des  trapèzes  CC'B'i , et  dont  le  fond  se 

compose  de  trois  losanges  CSXb , qui , par  leur  réu- 

nion , forment  un  angle  trièdre  S ; et  il  y a cela  de  remar- 
quable , que  les  deux  rangs  d’alvéoles  qui  composent  ces  gâ- 
teaux de  cire  sont  adossés  les  uns  aux  autres  , et  disposés  de 
manière  que  l’axe  d’un  alvéole  s’aligne  avec  la  jointure 
commune  des  trois  postérieurs , ainsi  que  le  représente  la 
figure  io3  : ce  qui  était  nécessaire  pour  donner  lieu  à 
l’arrangement  de  leurs  fonds  communs. 

Cela  posé , soit  mené , par  la  diagonale  AC  qui  joint  les 
extrémités  de  deux  arêtes  égales  AA',  CCT,  un  plan  CBA 
parallèle  à la  base  hexagonale  régulière  A'B'C'. ...  11  ré- 
sultera de  là  le  prisme  triangulaire  ACBA'C'B'  à bases  pa- 
rallèles ; et  si  l’on  joint  le  point  S au  centre  P*  de  l’hexa- 
gone A'B'C'. . . , la  partie  SP  r=  B6  de  l’axe  de  l’alvéole 
sera  la  hauteur  de  la  pyramide  ACPS.  Quelle  que  soit 
donc  l’inclinaison  SOP  du  plan  SCb  sur  le  plan  PCB , ou 
sur  celui  de  la  base  hexagonale  de  l’alvéole,  les  deux  py- 
ramides ACPS,  ACB6  seront  toujours  équivalentes,  et  par 
conséquent  le  volume  de  l’alvéole  sera  toujours  le  même: 
quant  à sa  surface,  elle  variera  nécessairement  avec  l’angle 
SOP.  Voici  le  moyen  de  trouver  la  valeur  de  cet  angle , 
pour  que  cette  surface  soit  un  minimum , comme  dans  le 
c^s  de  la  nature. 

Soit  l’angle  SOP  = ô ; prenons , pour  unité  de  longueur, 
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Je  côté  de  l’hexagone  régulier  A'B'C'. . . . ,et  désignons  par 
h la  plus  longue  arête  AÀ.'.  Le  triangle  BOi  étant  rectangle 
en  B , on  aura 


Ob  = OS  = ~ = , 

co  s 8 2 co  s 8 


d’où 


Bà  = SP  = i tang  8 ; 
Wb  = h — j tang  8 : 


ainsi  Faire  du  trapèze  CC'B' b sera  = 5 (2A  — £ tang  8)  , 
et  la  surface  latérale  de  l’alvéole  ou  des  six  trapèzes  , aura 
pour  expression  3 (2/1  — 5 tang  8). 

De  plus , le  côté  du  triangle  équilatéral  inscrit  est 


AC  = 2 1/7  = t/3,  et  Sb  = 2SO  = — 

V 4 cos  8' 


par  conséquent  Faire  du  losange 

AbCS  = AC  X SO  » — — r1/3  ; donc , les  trois  lo- 

2 cos  0 

3 _ 

sances  = «t/3;  donc  enfin  la  surface  totale  de 

0 2 co  s 8 r 

l’alvéole , sans  y comprendre  toutefois  la  base  , a pour 
expression 

u = 3(2A  — i tang  0 + \/3. 


Cette  surface  devant  être  un  minimum  j on  a 

du 1 , 1 V 3 sin  8 

d t * cosa0  2 ’ cos^S 


et  de  là  on  tire 


mais,  log  ^=9,5228787  ; partant 
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log  sûPÔ  = 19,5228787  , etlogsin  « = 9,7614393; 
ainsi  l’angle  < = 3g*r,  iff,  26'  5. 

En  général , S O ==  — - — : donc  , dans  le  cas  dq. 
2 cos  0 


minimum 


* SO  = y/jj  ’ Par  su*te ■ 

«t/â 


C6  = y/ CO  -f-  06  = ; et  comme  le  triangle  C06 


donne  tangOCi  — ^ = y/^  ; 


on  doit  conclure  que 


l'angle  SCb  = 2OC b — 78^,  36'  53"  ; enfin  , que  l’angle 
SCA  r=  l’angle  SOP. 

Ces  résultats  s’accordent  avec  les  mesures  prises  sur 
une  multitude  d’alvéoles  ; ainsi , les  abeilles , par  l’effet 
d’un  instinct  admirable  que  les  géomètres  seuls  pouvaient 
remarquer,  économisent  leur  cire  de  la  manière  la  plus 
avantageuse. 


io4-  Voici  les  énoncés  de  plusieurs  autres  problèmes  qui 
sont  encore  de  nature  à exercer  utilement  les  élèves  : 

I".  Assigner  la  position  des  pieds  de  V homme , de  ma- 
nière que  le  trapèze  de  sustentation  soit  le  plus  grand  pos- 
sible. 

2°.  Parmi  toutes  les  ellipses  que  l’on  peut  faire  passer 
par  les  sommets  des  quatre  angles  d'un  trapèze,  détermi- 
ner celle  qui  a la  plus  grande  ou  la  plus  petite  surface , et 
celle  qui  approche  le  plus  d’être  un  cercle. 

3°.  Déterminer  les  dimensions  du  plus  grand  cylindre 
qu’il  soit  possible  d’inscrire  dans  un  cône  donné. 

4°.  Entre  tous  les  cônes  droits  qui  ont  le  meme  volume , 
découvrir  celui  dont  l’ enveloppe  est  un  minimum. 

5°.  De  tous  les  cylindres  que  Von  peut  inscrire  dans  une 
même  sphère,  trouver  celui  dont  la  surface  courbe  est  un 
maximum , oit  dont  le  volume  est  le  plus  grand  possible. 

Quoique  le  calcul  différentiel  serve  ordinairementpourré- 
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soutire  les  questions  de  niaximis  et  mini  mi  a , il  est  cependant 
une  foule  de  circonstances  où  la  Méthode  des  varia- 
tions est  la  seule  qui  puisse , à cet  égard , conduire  direc- 
tement au  but.  Nous  pourrions  rapporter  ici  quelques 
exemples  à l’appui  de  cette  assertion  , mais  ce  serait  sor- 
tir des  bornes  que  nous  nous  sommes  prescrites  : il  est 
temps,  d’ailleurs,  de  terminer  cette  collection  de  Proposi- 
tions de  Géométrie , parce  qu’il  est  suffisamment  prouvé 
aux  jeunes  mathématiciens  que  les  méthodes  générales, 
lorsqu’elles  sont  présentées  de  la  manière  la  plus  simple, 
sont  presque  toujours  les  plus  faciles  ; et  que  quand  on 
s’exerce  à bien  lire  dans  l’analyse  algébrique , à en  tra- 
duire géométriquement  les  résultats , on  découvre  souvent 
un  grand  nombre  de  vérités  importantes  et  nouvelles. 


a 

FIN. 
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